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1 Avertissement

Ce document fait partie d’un ensemble comportant plusieurs volets :
01) Les vitesses en Relativité restreinte

02) Gravitation relativiste

03) Principes fondamentaux

04) Gravitation classique ou quantique ?

05) L’hypothese du champ d’entrainement

06) Métriques et géodésiques

07) Tenseur de Ricci

08) Potentiel gravitationnel

09) Ni ou Schwarzschild ?

10) Gravitation et vide quantique

11) Etude du systéme solaire en métrique de Ni
12) Etude des systémes binaires en métrique de Ni
13) Trous noirs et trous gris

14) Ondes gravitationnelles

15) Gravitation et cosmologie

16) Conclusion
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2 Sur la notion de masse en relativité restreinte

Jusqu’ici, nous avons attribué un role fondamental au potentiel scalaire
o = —GTM. En méme temps, nous avons admis dans notre approche prélimi-
naire que la masse M devait étre une masse relativiste (maupertuisienne). Il est
important de comprendre que ces notions risquent d’entrer en conflit, si nous
n’y prenons pas garde. Ceci vient du fait que la masse au sens de Newton et la

masse au sens d’Einstein sont de nature profondément différente.

Nous allons reprendre ici en partie la section sur la masse au repos et la
masse maupertuisienne figurant dans le document : Les vitesses en Relativité
restreinte.

Considérons deux corps galiléens de masses au repos mq et mo (non nulles),
et de rapidités w; et ws.

Les énergies des deux corps sont : Fy = ml.cz.ch% et By = mo.c? .ch®2;
leurs impulsions sont : p; = my.c.sh®t et py = ma.c.sh=2.

Pour prendre en compte la direction du déplacement, nous allons faire inter-
venir la rapidité sous forme vectorielle () plutot que réelle (w). Pour condenser
les formules et les calculs, nous allons définir I’exponentielle, le cosinus et le sinus
hyperboliques d’un vecteur tridimensionnel (spatial) @ & l’aide de leurs dévelop-
pements en série, de la facon suivante :

T=147 +“%2+fg+f4+fs+f6+
T TR T T T

On peut démontrer trés facilement, par récurrence, que les puissances de &
d’exposant pair sont des réels, et que les puissances d’exposant impair sont des

vecteurs paralléles & Z; en notant z = ||Z|| le module de Z, on peut écrire :
i:Qn _ Z‘Qn et 7 2n+1 __ $2n.f _ x2n+1_§'
P 7 g 18 _1 x2 xt x6 z8
hi +f3+f5+f7+fg+ +x3+x5+x7+x9+ d
ShZ =T+ —=+=+ =+ — —t—+ =+ = .
3! 7! 3! 7! T

On voit donc que chZ est un nombre réel positif, et que shZ est un vecteur
tridimensionnel ; e* = chZ + sh& comporte une partie réelle, égale & chZ, et une
partie vectorielle, égale & shZ. On peut dire que e est un quadrivecteur.

En relativité restreinte, le carré de la norme d’un quadrivecteur lorentzien
s’obtient en retranchant le carré de sa partie vectorielle au carré de sa partie

scalaire :
|e”[|> = (chi)® — (shE)* =1 ;
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lle”|| = 1.

Cette norme est invariante, c’est-a-dire indépendante de la vitesse de 1’ob-

servateur.
Posons maintenant ¥ = %, et réécrivons de maniére condensée le quadrivec-

&

2.60

—

teur énergie-impulsion d’une particule de masse au repos my
y

. w W
E+cp= mg.c2.ch— + mo.c?.sh— = mg.c
c c

c

| = mQ.CQ.

Remarquons que ||E + c.pl| = mq.c?.||e
Nous allons voir qu’on peut définir aussi un produit scalaire associé a cette

norme.
Imaginons par exemple deux particules de masses au repos m; et mo, et de

1l
O‘H

— 71)'1
.02.6

rapidités (dans un repére donné) w; et we. On aura alors :
. wq
FEi+cpr = my.c2.ch— + my.c®.sh— = my
c c

. Wa Wa Ty
Es 4 c.ps = ma.c?.ch— 4+ ma.c®>.sh— = mqy.c’.e .
c c
On peut écrire aussi :
w W 7
. 1 1 _@y
Ey —cpy = my.c®.ch— —mq.c>.sh— =mq.c?.e” = ;
c c
2.6_72

—

o w2 W2
FEy —c.po = Mo.c2.ch— — may.c?.sh— = ma.c
c c

Considérons maintenant le systéme formé par les deux corps de masses m;
et mo. Appelons m la masse au repos de ce systéme, et @ sa rapidité globale,

ce qui signifie que :
w w @
E +cp=m.c*.ch—+m.c>.sh— =m.c’.e* ;
c c
w w @
E —cp=m.c*.ch— —m.c*.sh— =m.c?.e” <
c c
Ce systéme aura pour énergie £ = F; 4+ E5 et pour impulsion p' = pi + pa,
donc
m.ct.e® = E + cp=(E1+cpr)+ (Ey+ c.pa) = ml.c2.e'Tl + mQ.CQ.e%, et :
m.cte t =E— cep=(Ey —cp1)+ (Fy —cpz) =my.c e e mae.c2e” e,



Wo
=)

Le produit scalaire est défini ainsi :

o . . w i w
(Er1+4c.p1).(Bs+e.ps) = E1.Eo—c? Py .pa = my.ma.c?. (chcl.chc2 — shf.sh

On peut démontrer que ce produit scalaire, comme la norme, est invariant,
c’est-a-dire indépendant de la vitesse de 'observateur. Ceci vient du fait que

S S 1 L S
(El + C.pl).(Eg + C.pg) = 5 (||E =+ C.]ﬂ|2 — HEI + C.p1H2 — HE2 + C.p2‘|2) .

2.,

3

Effectivement :
|E + c.pl|? = E? — 2% = (By + E2)? — .(51 + 1p2)

B+ chll? = B} + 2.1 Bz + Bf — & (5i° + 2.1 3 + 73°)
1B+ cll? = (B — 25%) + (B} — 52) + 2.(Er.Bs — P51 ) -
I|E 4 c.pl|? = ||By + c.pil|? + || B2 + c.p3||* + 2.(By + c.p1).(Ey + c.ps),

ce qui équivaut bien a ’égalité annoncée.

’U_fg ’LBl wo
—2 — sh—.sh—= ) ;
C Cc

On a donc :
wh
m?.ct = m2.c* + mi.c* + 2.my.ma.ct (ch.ch
c c
W Wy Wy
— —sh—.sh— | .
c

’lﬁl
m? =m? +m3 + 2.m1.mo. (ch.ch
c c c

Sachant que le produit scalaire est indépendant de 1’observateur, nous pou-
vons ’évaluer en choisissant un repére de notre choix, par exemple un repére lié
au premier mobile. Dans ce repére, on a : w) = 0 et wy = Wy ©wi = W (rapidité
Wo Wy © Wy

c

du second mobile par rapport au premier), donc :
0 1o Ow 0

) = mi.ms. (ch.chu&@w1 — sh—.sh
c c

Wy Wa wq
mi.ms. | ch—.ch— — sh—_.sh
c c c c
Wo © W1 w
= mi.mo.ch———— = my.mg.ch—.
c

Il s’ensuit que :

2

w
m* = m% + mg + 2.mq.mo.ch— ;
c

YHQ S 17)1
m = \/mf + 2.my.mg.ch——— + m3.
C
Nous aurions pu faire une démonstration plus élégante en utilisant les égalités

@y Dy
=1mi.ec +mo.cc, et:

alg

suivantes :
m.e



|

k]

_ w2
=mi.e ¢ +Mmo.e <.

ola

m.e

... puis en les multipliant membre & membre :

1
|

=]

m? = (my.e e +mo.ec).(mi.e” e +mge c);

9 9 W1 Oy Wo O 9
m”~ =mi+mp.mg.e ¢  +mp.mg.e ¢ +Mmy;
Wy O Wy
m? = mi + 2.my.mg.ch———— +m3.
c

Cette démonstration, trés rapide, comporte cependant des piéges, et il faut
bien maitriser les propriétés des puissances de vecteurs pour 'utiliser. On pourra
consulter la page Les vitesses en Relativité restreinte.

Si ) = W, on a ch®2Z% =1, donc :

m = \/m%—l—Q.ml.mg—i—m%:ml +ma ;

si Wy # Wy, on a ch¥22% > 1 ce qui entraine :
) c )
m > mq + ms.

On voit donc que les masses au repos ne sont pas additives en relativité
restreinte.

Considérons par exemple la masse M du Soleil, qui est constitué d’un tres
grand nombre de particules en mouvement les unes par rapport aux autres. Pour
Newton, il allait de soi que cette masse M était nécessairement égale a la somme
des masses de toutes ces particules, et que le potentiel produit par le Soleil en
chaque point de I'espace s’obtenait en additionnant les potentiels produits par
toutes ces particules. Cette linéarité disparait en relativité.

Considérons maintenant une particule de masse au repos nulle, par exemple
un photon, ayant pour énergie : Fy = h.v, et pour impulsion : p; = h—c”ﬁ (ot
@ est un vecteur unitaire indiquant la direction de son déplacement). On peut
alors écrire :

E1+cpr = hv(l + ).

Imaginons un second photon de méme fréquence, mais de direction opposée.
On aura :

Es + c.pp = hav.(l — ).

Le systéme formé par ces deux photons a pour quadrivecteur énergie-impulsion :

E —+ C.ﬁ: E1 + C.ﬁl + E2 + C.ﬁg = 2h1/(]. + 0)

Il a pour masse au repos :
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Reprenons cette méme problématique d’une maniére légérement différente :
nous supposons que, pour un observateur O donné, nos deux rayons lumineux
sont toujours de directions opposées (paralléles au vecteur unitaire @), mais de
frequences différentes 11 et vo. Pour un autre observateur O’ de rapidité o par
rapport au premier (vitesse paralléle a celles des deux photons), les fréquences
de ces deux photons, v} et v}, sont données par les formules :

1/{ = Vl.e% et Vé = 1/2.6_%

Ceci est da a Deffet Doppler relativiste (voir la section sur ce sujet dans le

document sur les vitesses en relativité restreinte).

On pourra se ramener au cas précédent (photons de méme fréquence) en
faisant : v| = v}, autrement dit :

w

w —
vi.ee =vg.e e,

Cette condition sera réalisée si :

qw Vs w Vs w Vo 1 Vs
ee =—, ou: eec =,/—, ouencore: — = Log,/— = —=.Log—.
Iz 121 c 121 2 1z
On a alors :
w V2 _ 151
1/121/1.6C = 7:\/V1 120} et Vg = V3.6 ¢ =13 y = \/V1.V2
1 2

Pour le premier observateur (O) les quadrivecteurs énergie-impulsion des
deux photons sont :

Ei+cpi=hvi+hunad et Es+cpy=hvs—hiot;
en additionnant :
E=F +E;=h.(r1+1) et cp=h.(rn—1r)d.
De méme, pour le second observateur (O) :
E' =h.(vi+vh) et cp =h(V]—vh).a;
E' =2h./ryv5 et cp =0.
Ceci signifie que le systéme constitué de deux photons de vitesses opposées et

de fréquences vy et 5 a la méme énergie-impulsion qu’une particule matérielle
ayant pour masse au repos :

comme v

P~
I
o
I

1%

E' 2h
m = = CT.\lyl.VQ

c2



et pour rapidité :

w w Y2 4 v
hw ec +e V1 v2 Vo + 11
CcCh— = = = ;
c 2 2 2../11.12

w w 2 _ v
w €c —€ ¢ vy va Vo — 11
sh— =
Cc

2 2 2./

Notons v la vitesse :

E:thE:Sh:})_VQ—Vl
c ch® vy + 11
1— 1)72 1 (V27V1)2 (I/2+I/1)27(V271/1)2 41/1 Vo
c? (vy +11)? (vg +11)? (vy +11)?
1 v 2. /1vs
2 v+
on peut vérifier que :
w 1 Vs + 11
ch— = = ;
¢~ fi_e /nm
C

2.h o 2 + 1

!/ __ 2 w _ —
E' =m.c .ch; = ?.\/Vl.yg.c T h.(v1 + v2).

Revenons aux particules matérielles de masses non nulles. Considérons un
ensemble de n particules. L’énergie totale est : E = Y. | E; et l'impulsion
totale est : p=>""" | p;, donc la masse totale est donnée par la formule :

m2.c4:(E—l—c.ﬁ).(E—|—c.ﬁ):z:(Ei—Fc.pz ZE—!—cpj ;
j=1

i=1
n n n n
=SS EBived) (B tei) =Y S (BB — A5) ;
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
m2.ct = Z Z (EZEJ — cQ.pi.pj.cosqbi,j) ,

i=1 j=1



ou ¢; ; est 'angle formé par les vecteurs vitesse des particules de rangs i et j.

Dans le cas d’un ensemble de photons, on a : F; = c.p; = h.v;, ce qui conduit
a la formule :

n

n
m2.ct = Z Z (R .vpv; — WP v;.v5.c08; ;) ;

i=1j=1
n n

m?.ct = b2 E E vivj. (1 —cosg; ;) ;
i=1 j=1

h n
m= 3 Zyi.yj.(l—cos¢i7j).
j=1

En raison des propriétés de la norme et du produit scalaire des quadrivecteurs
énergie-impulsion, on peut dire que la masse m ainsi calculée est indépendante
de l'observateur.

En théorie, un corps de masse au repos non nulle peut étre reconstitué par
un assemblage de particules de masses au repos nulles. Ceci ne doit pas nous
étonner, puisque nous savons qu’une particule et son antiparticule peuvent se
désintégrer sous forme de photons. Les particules de masse nulle (comme les pho-
tons) sont les briques & partir desquelles on peut, au moins en théorie, construire
des corps de masse au repos non nulle ; mais I'inverse n’est pas vrai. Une théo-
rie de la gravitation relativiste doit nécessairement donner le premier role a
I’énergie-impulsion quadrivectorielle (qui posséde les propriétés fondamentales :
conservation et additivité), et non a la masse.

Ceci nous conduit & formuler cette conjecture (hautement hypothétique) sur
les particules élémentaires :

Les seules vraies particules élémentaires ont une masse au repos nulle, et
leur vitesse est celle de la lumiére. Toutes les autres particules sont composites.
La masse au repos d’une particule composite dépend de l’énergie de liaison entre
les éléments qui la composent.

Cette conjecture est en contradiction avec le modéle standard actuel. Elle
semble aussi en contradiction avec la théorie selon laquelle ce serait le boson de
Higgs qui conférerait une masse a toutes les autres particules. Nul n’est tenu
d’adhérer a cette conjecture, et dans le cadre de la présente étude, peu importe
qu’elle soit vraie ou fausse. Ce qui est important, c’est de garder a ’esprit que
la notion de masse au repos est une notion globale, qui est adaptée pour décrire
les objets macroscopiques et les systémes dynamiques, en incluant toutes les
formes d’énergie qui s’y manifestent ; elle n’est pas concue pour s’appliquer aux
particules élémentaires (les vraies).



Pour prendre un exemple, rappelons-nous que la masse au repos d’un noyau
atomique n’est pas égale & la somme des masses des protons et neutrons qui
le composent : ’énergie de liaison entre eux joue un role prépondérant. Quant
a la masse d’un proton (ou d’un neutron), ce n’est pas la somme des masses
des quarks qui le consituent (masse qui serait d’ailleurs bien difficile & définir,
compte-tenu du phénoméne de confinement, qui nous interdit de voir, et méme
de concevoir, un quark isolé). La seule chose qui se conserve, & toutes les échelles
(et méme dans les diagrammes de Feynman), c’est I’énergie-impulsion.

3 Le message gravitationnel

Dans la théorie de Newton, la présence d’un corps matériel de masse m en un
point donné, & un instant donné, est instantanément percue en tout autre point
de I’espace ; on peut dire qu’une information a été transmise a une vitesse infinie.
Cette information porte sur la masse (modulée, bien sir, la distance) du corps
émetteur du message. En gravitation relativiste, d’aprés la relativité restreinte,
I'information doit se transmettre & vitesse finie. Mais, en plus, d’aprés les idées
que nous venons de développer ci-dessus, il est impossible que ce message porte
uniquement sur la masse au repos (scalaire) du corps émetteur : il doit nécessai-
rement porter sur son énergie-impulsion (quadrivectorielle). Nous sommes donc
conduits & imaginer que chaque corps est & ’origine d’un flux d’information qui
va se transmettre de proche en proche dans le vide (ou dans le champ général) ;
cette information étant, par nature, comparable & une énergie-impulsion. Mais,
comme elle circule dans le vide quantique, que nous nous représentons, selon
I’image utilisée par la théorie quantique des champs, comme une soupe de par-
ticules virtuelles, nous parlerons d’"énergie-impulsion virtuelle".

4 Le flux d’énergie-impulsion virtuelle

Pour le moment, imaginons deux corps matériels C; et C5 de masses au repos
my et mo, émettant chacun, en continu, un flux lumineux. Pourquoi lumineux ?
Parce-que les propriétés de la lumiére sont suffisamment bien connues pour nous
servir de modéle.

Dans un repére lié a C1, le flux d’énergie lumineuse & travers une sphére de
rayon r centrée en C1, par unité de surface, est supposé proportionnel & m; et
inversement proportionnel & 72 :

K.m1
Fi1 = 5
4.m.rg
De méme, dans un repére lié a Cj :
K.m2
Fo = 5
4.m.75
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Nous supposons que C7 et Cy sont en mouvement I’'un par rapport a I’autre ;
par rapport & leur centre de gravité G, la vitesse de C est 91 et celle de Cs est
Ug ; par définition du centre de gravité, la somme des impulsions des deux corps
dans ce repére s’annule :

w1 5 wWo -
my.U1.ch— + mo.U.ch— = 0.
c c

Nous allons considérer maintenant un observateur distant O situé sur une
sphére de centre G et de rayon r, ce rayon étant supposé suffisamment grand
pour que, vus a cette distance, les points C; et Co ne soient pas séparables ; les
deux corps forment un corps composite unique. On pose : r{ = ro = 7.

Nous avons vu dans le document sur "Les vitesses en relativité restreinte"
la formule de ’effet Doppler relativiste :

v /1 _ 2
Voo 1-— - -cosa \ 2

. 2 14 Z.cosp’
T2

dans laquelle X est la longueur d’onde du rayonnement dans le repére du premier
observateur, \’ sa longueur d’onde dans le repére du second observateur, et 7 la
vitesse du second observateur par rapport au premier.

L’angle o (évalué par le premier observateur) était I’angle entre le vecteur
vitesse du second observateur et le vecteur vitesse du rayon lumineux; g était
le méme angle évalué par le second observateur.

Comme D’énergie du rayonnement est proportionnelle a sa fréquence, donc
inversement, proportionnelle & sa longueur d’onde, on aura :

B_F 1+ %.cosf3

Nous appliquons cette transformation deux fois : une premiére fois pour pas-
ser du repére du corps C; au repére de 'observateur distant O (ou, si on préfére,
au repére du centre de gravité () ; une seconde fois pour passer de Cy 4 O (ou G).

Pour l'observateur O, le flux d’énergie lumineuse provenant de C; sera :

,  Kmy 1+ Z.cospy  K.my.ch*t
Fi= =

vy
= . = A1+ —. ) ;
4.2 w2 4.7.1r2 ( + c cosfh

C2
et le flux provenant de C5 sera :

,  Kmy 1+ 2.cosBy  K.mg.ch=?
Fy = =

V2
_ . - (14+% )
4..r2 w2 472 ( + c cosflz

c2
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En additionnant, on obtient :

K.ml.ch%

K.mg.ch*2
R (1+ﬂ.cosﬂl> 42 e
4.m.r c

V2
14+ —=. ) ;
4.2 ( * c cosfa

Fl=F+F=
K
dogar?’
Dans le repére lié a I’observateur distant O, les vitesses des deux corps sont
de sens contraire, donc cosf3s = —cos/31 ; effectivement, 31 et B3 sont bien évalués
par ce méme observateur. On a donc :

F' [(ml.chﬂ + mg.ch%) + (ml.shﬂ.cosﬂl + mg.sh@.cosﬂg)} .
c c c c

w1 w2 w1 w2
my.sh—.cosf31 + msy.sh—=.cosBs = cosf. (ml.sh— —mg.sh— ).
c c c c

Dans ce repere, on a my.01.ch®t + mg.U.ch®? = 0 (égalité valable dans le
repére du centre de gravité, ou dans tout autre repére lié a lui), donc, en valeur
absolue : my.vi.ch* = ma.v3.ch®2, ce qui entraine : my.sh=t = mao.sh=2;
I’expression ci-dessus s’annule, et le flux d’énergie observé par ’observateur
distant O se réduit & :

>

K w w
F = —. (ml.ch—l + m2.(3h—2> .
4.m.r c c
Posons : m = ml.ch% + mg.ch%. Il s’agit de la masse relativiste (mauper-
tuisienne) du systéme formé par les deux corps C; et Cy en mouvement. On a
alors :

7 K.m .
4.m.r2
A premiére vue, cette formule ne nous semble pas vraiment surprenante, dans
la mesure ou elle généralise les égalités F; = fﬂ"}ﬂ% et Fo = f:;’%, dont nous

sommes partis. Pourtant, elle a une implication qui peut sembler trés étrange :
le flux résultant 7' (vu par 'observateur distant O) est supérieur a la somme
des flux individuels, F; et Fp, émis par les deux corps et évalués dans leurs
repéres respectifs. Ceci vient du fait que m > mq + mq (sauf si w; = wy = 0).

On doit bien comprendre que le fait que les deux corps C; et Cy soient en
mouvement 1’'un par rapport & 'autre ne crée pas de nouveaux photons : ce
sont les mémes photons qui sont vus par ’observateur distant, mais 1’énergie
des uns est surestimée, celle des autres sous-estimée, selon la direction de leur
vecteur vitesse ; I’énergie globale est évaluée différemment, et présente un excé-
dent systématique par rapport & ce qu’on aurait attendu en physique classique,
non relativiste.

Nous avons raisonné sur des flux de rayons lumineux (ou de photons) mais
la mécanique ondulatoire (aujourd’hui intégrée a la mécanique quantique) géné-
ralise les relations entre masse, énergie, fréquence et longueur d’onde, pour tous
les corps et a toutes les échelles. Dans le document "Gravitation et vide quan-
tique", le flux 7’ ne sera plus un flux de photons, mais un flux de "gravitons",
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ou d’information de type énergie-impulsion virtuelle, se délagant a la vitesse c.
Le raisonnement ci-dessus restera valable dans ce cas aussi, ce qui signifie que
la masse pesante pourra étre identifiée & la masse inerte, ou masse relativiste
(maupertuisienne).

Nous avons supposé que ’observateur distant était trop loin pour séparer
le corps Cy du corps Cs. Pour les séparer, il doit se rapprocher (ou "zoomer").
Mais alors il va peut-étre séparer C en plusieurs sous-corps C11, C2, etc., dont
la somme des flux individuels sera inférieure & F; (et de méme pour Cs). S’il se
rapproche encore davantage, il va peut-étre séparer ces sous-corps en sous-sous-
corps, avec une somme des flux individuels encore plus faible. Comme nous ne
pouvons pas savoir si ce raisonnement a une fin, il est préférable de considérer
le flux émis par ces corps, de méme que leur masse, comme une propriété globale.

Dans notre raisonnement, qui se base sur la relativité restreinte, nous n’avons
pas fait intervenir 'interaction gravitationnelle entre les deux corps : les vitesses
sont supposées constantes. Dans le cadre de la gravitation relativiste, il devra
étre adapté (en faisant intervenir l’accélération, la vitesse de propagation de la
gravité, et leffet de quadrupole), mais restera pertinent pour un observateur
situé a une distance suffisante.

Dans le cas du flux d’origine gravitationnelle, il faudra prendre : K = 4.7.G.

5 Le champ quadrivectoriel

Pour Newton, le champ gravitationnel produit par une particule quelconque
est déterminé en totalité par sa masse au repos. Comme on I’a vu, la relativité
restreinte nous impose d’abandonner ce modéle.

Une solution serait d’abandonner purement et simplement la notion de champ
scalaire, au profit de la notion de courbure. C’est la voie choisie par Einstein.

L’autre solution (celle que nous explorons ici) consiste & déposséder la masse
scalaire du role qui lui a été attribué par Newton, et de donner ce role au qua-
drivecteur énergie-impulsion.

La masse apparait dans deux formules essentielles de la gravitation newto-
nienne : d’'une part dans le calcul du potentiel & = —% (son coefficient est

alors —€), d’autre part dans le calcul du gradient de ce potentiel, donc de I'ac-

T
célération ou de la force (le coefficient étant alors 7%) Nous pouvons essayer de
remplacer la masse par I’énergie-impulsion dans I'une ou 'autre de ces formules.
Mais ces quadrivecteurs n’auront d’intérét que s’ils sont additifs. Malheureuse-

ment, si I'un est additif, I’autre ne I’est pas. Nous allons examiner la premiére
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piste (avec la loi en 1).

Nous allons remplacer la masse m par le quadrivecteur énergie-impulsion
correspondant, de la forme E-+c.p, divisé par ¢? ; nous obtenons un quadrivecteur
C que nous appellerons quadrivecteur d’entrainement :

E+cp
C=G2rel
r.c

Il s’agit d’'un quadrivecteur dont le module est :

E? — 2.p? .2
Lt

r.c2’

[|E + c.pl| _
orc?

IC|| =G G.

r.c
Mais ce quadrivecteur posséde aussi une rapidité @ qui est celle de la masse
m par rapport & P. Le quadrivecteur peut donc s’écrire :

m.02
2

Cc=aG.

(ehE +shy =a. 2 en? + 6. 2 sn 2
T. C C T & r &

Notons & la partie scalaire du quadrivecteur :

i E
£=a 2% -aq =,
r C r.c

et notons ¢.P sa partie vectorielle (tridimensionnelle) :

2

m.c c.p

r.c

cP=G.

she —q.
C

V)

r.c2

Le quadrivecteur C' = & + ¢.P définit le champ quadrivectoriel généré au
point P par la masse m.

Si on considére maintenant un ensemble de masses m; (que nous supposerons,
pour le moment, toutes immobiles par rapport a P, pour éviter de soulever le

probléme de la transmission de I'information), le champ résultant, aupoint P,
sera égal & la somme des champs partiels :

E; +c.p;
C:ZCFG'ZTEZP'
E;
5:2&:(:.2”7;
c.ﬁch.ﬁ:G.Z%.

Du point de vue mathématique, il faut noter une chose trés importante :
selon la définition proposée, le champ quadrivectoriel s’obtient par sommation
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de quadrivecteurs énergie-impulsion affectés de coefficients en % Mais ces
quadrivecteurs énergie-impulsion ne sont pas des quadrivecteurs quelconques :
ils sont toujours de type temps (car E? — ¢2.p? > 0). Or, comme nous ’avons
rappelé plus haut, cette propriété se conserve par addition (la somme de deux
quadrivecteurs de type temps est toujours de type temps, alors qu’il n’y a pas
de propriété équivalente pour les quadrivecteurs de type espace!) et par multi-
plication par un scalaire positif (un quadrivecteur de type temps multiplié par
un scalaire positif donne toujours un quadrivecteur de type temps). De par leur
construction, les quadrivecteurs d’entrainement vont donc hériter des proprié-
tés des quadrivecteurs énergie-impulsion. On pourrait les considérer comme des
quadrivecteurs énergie-impulsion virtuels. Ils respecteront toujours cette inéga-
lité fondamentale :
E2— 2P >0.

Nous avons vu que la masse au repos d’un corps composite peut étre définie
a ’aide des énergies-impulsions de ses composantes, selon la formule :

Z (Ei-Ej — ¢ pipj.cospij) ;

de la méme maniére, nous pouvons définir une masse virtuelle associée a 1’en-
trainement :

M2 = Z Z (gi_gj — CQ.Pi.Pj.COS¢i,j) ;
i=1 j=1

M. =

b .6 — 2 PP;) = VE2 — 2. P2
G )=V

1

=17

Cette masse virtuelle est la norme du quadrivecteur d’entrainement total.

Ce quadrivecteur peut s’écrire sous la forme :

C =M. <chvl/ +shVZ> , avec :

M.ch% = ZEh et :

M.sh% = Zcﬁ

Il n’est pas exclu que ce "champ quadrivectoriel" ne soit qu’une approxima-
tion d’un "champ tensoriel" plus complexe, ayant des propriétés beaucoup plus
intéressantes vis-a-vis des changements de repére. Mais pour le moment nous
en restons & ce premier palier, dans lequel le quadrivecteur est supposé résumer
I’ensemble de I'information associée a I’énergie-impulsion.
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6 L’entrainement

La "vitesse du champ" au point considéré se calcule ainsi :

=th—

v shic _ 2icPi
c c chW B > & N

w B Sh%? Zl(ﬁz B P
pm— ?-

Pour calculer %, il suffit de diviser la partie vectorielle du champ quadrivec-

toriel par sa partie scalaire.

Cette vitesse V est la vitesse associée au champ quadrivectoriel C' produit au
point donné (P) par I'ensemble des corps de masses m;. C’est 1""entrainement",
au sens strict.

Par la suite, nous parlerons indifféeremment de "champ quadrivectoriel" ou
de "champ d’entrainement".

7 L’immobilité gravitationnelle

Nous venons de définir la "vitesse du champ". Ceci nous conduit & I’"immobilité
gravitationnelle" :

Un observateur situé au point P et se déplacant précisément a la vitesse
V sera dit "gravitationnellement immobile". Autrement dit, un observateur est
gravitationnellement immobile si, dans son repére, la vitesse d’entrainement
s’annule. Pour un tel observateur, 'entrainement s’écrit (localement) :

[|C]].(1 +0) = M.(1+0).

On aurait pu penser que la relativité restreinte allait nous interdire de définir
une immobilité absolue (objective). C’est le contraire que nous constatons !

Le cas du photon est particulier. Son quadrivecteur énergie-impulsion n’est
pas de la forme m.c?.e, mais h.v.(1 + @), donc Ientrainement qu’il produit
n’est pas de la forme 7%.6%, mais fh—;”.(l + i). Cet entrainement n’est pas
nul, mais il a une norme nulle; c’est différent pour un ensemble de photons
de directions différentes : ils produisent un entrainement de norme non nulle.
Chaque photon contribue & I’entrainement global.

Voici donc les hypotheéses de travail que nous sélectionnons : dans la théorie
de Newton, nous remplacons la masse au repos par le quadrivecteur énergie-
impulsion, ce qui nous conduit & définir 'entrainement sous forme quadrivecto-
rielle. Ce quadrivecteur est de type temps, lorentzien, additif. Il permet de définir
des repéres particuliers (dits "gravitationnellement immobiles") dans lesquels sa
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composante vectorielle s’annule localement. Dans un tel repére, 'entrainement
est localement scalaire, ce qui permet de s’affranchir de sa partie vectorielle ; on
peut alors étudier la pseudo-accélération, ou si on préfére la courbure qui lui est
associée.

Lorsque nous étudierons 'influence gravitationnelle d’un corps unique (comme
le Soleil), c’est ce corps qui définira I'immobilité gravitationnelle. Mais pour com-
biner les influences de plusieurs corps, il faudra composer leurs entrainements
pour en déduire une "immobilité résultante", qui permettra de définir les re-
péres dans lesquels les effets gravitationnels s’expriment facilement en termes
de pseudo-accélération.

Cette direction de recherche n’est pas la seule possible, mais elle se base
sur des hypothéses raisonnables. Ce qui est certain, c’est que la notion d’im-
mobilité gravitationnelle n’est pas en contradiction avec la relativité restreinte ;
elle résulte directement du concept d’entrainement quadrivectoriel lorentzien,
concept qui, lui-méme, s’impose dés lors qu’on remplace la masse au repos par
I’énergie-impulsion dans les équations de Newton. Ceci est justifié par le fait
que des particules de masse nulle mais d’énergie-impulsion non nulle (des pho-
tons par exemple) doivent nécessairement apporter une contribution au champ
gravitationnel. De méme, si on considére par exemple le champ produit par un
systéme binaire, évalué dans un repére lié au centre de gravité, il sera déterminé
par I’énergie totale du systéme, en vertu du principe d’équivalence d’Einstein
(voir sections sur les principes d’équivalence et sur effet Nordtvedt dans le do-
cument sur les métriques). Comme on le verra dans le document sur les systémes
binaires, cette énergie est donnée par la formule :

p= m2 .CQ.e_G'(T:ﬁl;m/Z) h?.
mi + mo c
Ceci signifie qu’elle ne dépend pas seulement des masses au repos my et mo des
deux astres, mais aussi de leur distance relative r et de leur rapidité relative w.
Donc le calcul du champ produit par un tel systéme doit nécessairement prendre
en compte ’état de mouvement des deux astres.

Une autre chose doit étre clairement affirmée : ce n’est pas parce-que deux
repéres sont gravitationnellement immobiles qu’ils sont nécessairement immo-
biles I'un par rapport a 'autre. Par exemple, un point P; situé trés prés d’une
planéte A; sera gravitationnellement immobile s’il accompagne cette planéte
(car dans son voisinage c’est le champ gravitationnel de cette planéte, ou son
entrainement, qui est largement dominant). De méme pour un point P, situé
prés d’une planéte A,. Mais, les planétes A et Ao étant en mouvement I'une par
rapport a 'autre, les points P; et P, bien que gravitationnellement immobiles,
sont en mouvement l'un par rapport a ’autre. Les temps associés & ces deux
repéres sont différents.
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8 Le statut du temps local

Dans la mesure ot nous admettons ’existence d’une "immobilité gravitation-
nelle", qui est une sorte d’"immobilité absolue" (qui n’est pas donnée & priori,
mais qui résulte de la répartition de I’énergie-impulsion dans I’Univers), nous
devons admettre aussi une sorte de "temps local absolu" (qui est le temps local
associé & un repére gravitationnellement immobile). Nous ’avons noté ¢;,.. Ce
point de vue n’est pas en accord avec les théories qui, comme la relativité géné-
rale, considérent que seul le temps propre posséde une réalité objective, mais se
rapproche davantage d’autres théories, comme celle de Papapetrou.

9 Entrainement, principe de Mach et inertie

Les particules réelles échangent entre elles de ’énergie-impulsion réelle, lors
d’interactions. En méme temps, nous avons admis qu’elles transmettent aux par-
ticules virtuelles du vide quantique une information de type "énergie-impulsion
virtuelle". En chaque point, I’'Univers matériel réel, dans sa totalité, intervient
pour définir I’énergie-impulsion virtuelle totale du vide, donc ’entrainement lo-
cal, et 'immobilité locale. Ces données définissent ce qu’on pourrait appeler la
structure locale du vide, qui peut s’exprimer en termes de courbure.

Ceci nous conduit au principe de Mach, dont nous avons déja parlé dans le
document sur les "Principes fondamentaux".

En physique théorique, le principe de Mach est une conjecture selon laquelle
I'inertie des objets matériels serait induite par « I’ensemble des autres masses
présentes dans ’Univers », par une interaction non spécifiée (définition tirée de
Wikipedia). C’était I'une des principales pistes de travail choisies par Einstein
pour aborder I’étude de la gravitation. Par la suite, il a renoncé & ce principe,
qu’il a jugé incompatible avec ’idée directrice qu’il avait sélectionnée, & savoir
la covariance totale.

Dans la présentation que nous venons de faire, la matiére (réelle), par des
flux d’énergie-impulsion quadrivectorielle virtuelle, agit sur le vide quantique. Ce
flux d’énergie-impulsion se traduit par un potentiel quadrivectoriel qui modifie
la géomeétrie de I’espace-temps (dont le support est le vide quantique). Récipro-
quement, cette géométrie guide les flux d’énergie-impulsion. On peut donc dire
que la répartition de la matiére dans ’Univers dicte la courbure de 1’espace-
temps en chaque point, et que cette courbure dicte sa trajectoire & chaque corps
matériel.

Comme nous le verrons plus loin, ce flux pourrait étre & double sens.

Si nous admettons le principe de Mach (ce qui s’impose, compte-tenu des
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choix que nous avons faits jusqu’ici), nous pouvons redéfinir la loi d’inertie de
Newton de la fagon suivante : un corps matériel (particule, astre quelconque...),
situé en un point M, posséde un vecteur vitesse. Ce vecteur est défini par rap-
port & 'immobilité gravitationnelle, qui est elle-méme définie, au point M, par le
reste de 'Univers. Le principe d’inertie dit que ce vecteur ne varie pas sans raison
(un choc par exemple, ou un échange d’énergie-impulsion selon une loi physique
connue; disons : une "catastrophe"). L’inertie est la traduction cinématique
du non-événement. Les repéres inertiels de ’espace-temps courbe correspondent
aux repéres galiléens de 'espace-temps euclidien de Newton. L’existence de ces
repéres privilégiés est justifiée par le principe de Mach, ou, ce qui revient au
méme, par ’existence du champ d’entrainement.

Plusieurs physiciens (dont Einstein lui-méme, comme nous ’avons rappelé)
ont cherché a construire une théorie de la gravitation respectant le principe
de Mach. Si ce principe est vrai, alors chaque corps doit nécessairement agir
sur le vide qui l’entoure, en lui transmettant une information concernant sa
masse, ou plus précisément son énergie-impulsion, si nous voulons que la rela-
tivité restreinte soit respectée. C’est ce qui nous conduit & la notion de "champ
d’entrainement", ou "champ d’énergie-impulsion virtuelle". Mais, comme nous
I’avons vu, cette notion conduit a celle d’"immobilité gravitationnelle". Le prin-
cipe de Mach implique donc Dexistence de repéres privilégiés (leur "privilege"
n’étant pas "de droit divin", mais justifié par la répartition de la matiére, ou
plutot de I’énergie-impulsion, dans ’Univers). On peut penser que c¢’est 'une des
raisons pour lesquelles Einstein a abandonné cette voie : pour lui, une théorie
physique aboutie doit rejeter les repéres privilégiés. Il considérait probablement
la relativité restreinte comme une théorie imparfaite, puisqu’elle est basée sur
la transformation de Lorentz, qui permet de passer d’un repére galiléen & un
autre, mais laisse les repéres accélérés hors jeu. Dans son esprit, la théorie ul-
time (la relativité générale) devait étre invariante de forme non seulement par la
transformation de Lorentz, mais par tous les changements de référentiels. Nous
savons qu’une théorie qui s’exprime par une égalité tensorielle est, précisément,
invariante par tous les changements de référentiels. C’est la voie choisie par Ein-
stein pour "dépasser" la relativité restreinte.

Mon opinion personnelle est que cette idée d’une "théorie parfaite" (totale-
ment covariante) est un leurre. Le principe de Mach me semble beaucoup plus
proche de la réalité physique, et la prodigieuse richesse de la transformation de
Lorentz (donc de la relativité restreinte) ne me semble pas encore totalement
explorée. Quant au probléme des repéres accélérés, ne nous imaginons pas qu’il
peut étre résolu par la relativité générale!

On dit quelquefois que le principe de Mach a été contredit par 'expérience.
C’est inexact : c’est la conception de ce principe, telle qu’elle a été formalisée
par Brans et Dicke (& I'aide d’un champ scalaire & paramétre ajustable), qui a
été critiquée. Il nous semble, au contraire, que la nécessité de faire appel aux
repéres comobiles en cosmologie est un argument fort en faveur de ce principe,

19



& condition de l'introduire de la maniére la plus naturelle : celle que nous avons
décrite dans le document sur le champ d’entrainement quadrivectoriel. Nous
avons expliqué longuement pourquoi il nous semble que ce champ doit étre né-
cessairement quadrivectoriel : c’est, en résumé, parce-que 1’énergie-impulsion est
quadrivectorielle.

10 Les deux démarches

En relativité générale, la présence de matiére/énergie est modélisée grace au
tenseur d’énergie-impulsion (qui, bien sir, s’annule dans le vide). Ce tenseur
produit des effets qu’on peut schématiser par une chaine de causes et de consé-
quences :

1) Dans un premier temps, le tenseur énergie-impulsion engendre une cour-
bure de l'espace-temps, en tout point ou il est non nul (donc en tout point ou
il y a de la matiére, et nulle part ailleurs). Cette courbure est purement géo-
métrique ; elle s’exprime par le tenseur de Riemann (qui contient le tenseur de
Ricci).

2) Dans un second temps, la courbure ainsi définie se propage dans le vide,
sans support matériel, selon une régle simple : le tenseur de Ricci doit étre nul
partout dans le vide, ce qui impose une contrainte forte au tenseur de Riemann.
Autrement dit, le tenseur de Riemann se propage a tenseur de Ricci nul. Cette
propagation se fait dans un vide purement, géométrique, immatériel, qui n’existe
que par sa courbure.

3) Cette courbure du vide (ou de ’espace-temps) dicte le déplacement des
mobiles matériels, qui, en ’absence d’interactions, suivent des géodésiques.

Ce schéma est caduc dés lors qu’on s’appuie sur une métrique comme celle
de Ni. L’idée du champ d’entrainement suppose une inversion des roles. La pré-
sence de matiére/énergie peut toujours étre modélisée par un quadrivecteur, ou
un tenseur, d’énergie-impulsion ; mais ensuite ’enchainement des causes et des
conséquences différe :

1) Dans un premier temps, I’énergie-impulsion de la matiére (réelle) fait
connaitre son existence au monde qui I’entoure grace & un message qui se trans-
met, de proche en proche; ce message peut étre modélisé sous la forme d’une
énergie-impulsion "virtuelle" (quadrivectorielle ou tensorielle) ; il est transmis
par le vide quantique peuplé de "particules virtuelles". C’est un champ d’énergie-
impulsion virtuelle, au sens de la théorie quantique des champs.

2) Dans un second temps, ce champ définit une quantité scalaire appelée
potentiel gravitationnel, et une courbure spatio-temporelle en chaque point.
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3) Dans un troisiéme temps, cette courbure définit les géodésiques, donc les
trajectoires des corps matériels inertiels.

Ce scénario a I'avantage d’utiliser des concepts connus de la théorie quan-
tique des champs : cette théorie connait parfaitement 1’énergie-impulsion, puisque
c’est I’'un de ses concepts de base; alors qu’elle ignore la notion de "champ de
courbure", car la courbure pure est une notion purement géométrique et non
physique. La courbure peut résulter d’un phénomeéne physique, mais elle ne peut
pas étre le seul moteur de la gravitation.

Cette inversion des roles a une importance capitale, qui sera développée dans
le document sur la gravitation et le vide quantique.

11 Analogies avec I’électromagnétisme relativiste

Nous voudrions développer la seconde démarche, et suivre la voie qui nous
a été ouverte par la métrique de Ni.

Nous remarquons avec une certaine surprise que le champ d’entrainement,
tel que nous venons de le définir, ressemble au quadripotentiel électromagné-
tique A utilisé en électromagnétisme relativiste.

Mais au fait, est-ce vraiment si étonnant ? Non, dans la mesure ot une par-
ticule de masse m "manifeste sa présence" (ou "agit gravitationnellement sur
son voisinage") selon une loi en %2 (ou un potentiel en %), un peu comme une
particule de charge ¢ "agit électriquement sur son voisinage" (méme si ’orien-
tation des "forces" différe). La notion de quadripotentiel électromagnétique a
été concue pour gérer le plus économiquement possible les changements de réfé-
rentiels en relativité restreinte. Le méme formalisme peut s’adapter facilement

a la gravitation.

Comme nous le verrons dans le document sur le potentiel gravitationnel,
cette loi en T% conduit & un potentiel qui posséde une propriété remarquable :
son laplacien est nul dans le cadre de la théorie de Newton ; dés qu’on fait inter-
venir la relativité restreinte, c’est le d’alembertien qui hérite de cette propriété.
Or la nullité du d’alembertien du potentiel électromagnétique a une importance
capitale en électromagnétisme relativiste. Le potentiel gravitationnel newtonien
pourrait bien avoir des propriétés analogues : c’est une main tendue entre la

gravitation et la relativité.
Mais, en plus, le potentiel gravitationnel de Newton, comme le potentiel élec-

tromagnétique, est défini & une constante prés, donc relatif. Cette propriété du
potentiel électromagnétique en a fait le prototype des théories de jauge, si im-
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portantes en physique moderne. Pourquoi laisser le potentiel gravitationnel sur
la touche 7 N’est-il pas, avant la lettre, le premier exemple des théories de jauge ?

L’une des différences entre gravitation et électromagnétisme est que le qua-
dripotentiel électromagnétique est destiné a gérer a la fois les deux volets : élec-
tricité et magnétisme, alors que la gravitation, jusqu’a preuve du contraire, ne
posséde qu’un seul volet, qui s’apparente plus a 1’électricité qu’au magnétisme.
Le recours & un quadripotentiel est évidemment trés utile en électromagnétisme,
parce-qu’on souhaite travailler simultanément sur les deux volets (électricité et
magnétisme), qui sont étroitement imbriqués; on pourrait croire qu’il ne peut
rien apporter a la gravitation, puisqu’elle ne comporte qu’un seul volet. Ce serait
une erreur : dans le domaine de la gravitation, c’est ’énergie-impulsion quadi-
vectorielle qu’il faut manipuler, et c’est donc, ici aussi, le quadripotentiel qui
est I'objet adapté pour travailler avec la transformation de Lorentz.

Malgré cette différence, ’électromagnétisme relativiste peut nous donner des
idées dans la recherche d’un formalisme adapté a la gravitation.

Il y a bien entendu une autre différence : la gravitation a la propriété unique
de modeler I’epace-temps. Nous avons abordé ce sujet avec le critére de Schild ;
il sera développé plus loin.

12 La matiére

Pour utiliser un formalisme inspiré par celui de 1’électromagnétisme rela-
tiviste, il faut commencer par définir une densité d’impulsion de la matiére
(comme on définit la densité de courant en électromagnétisme relativiste).

Si on considére une masse mg dans un volume V{, pour un observateur lié &
cette masse, la densité est : pg = ”‘;‘.—g’ Pour un autre observateur se déplacant
a la vitesse ¥ (& la rapidité @) par rapport au premier, la masse au repos est
inchangée, mais le volume est "contracté" selon la direction du déplacement,

Vo _om _ mg.ch® w
Ch%,doncp— V=" = po.ch?.

donc: m=mgetV =

Notons i la densité d’impulsion :

—

- - w
1= pU= po.c.shz.

De méme que nous avons noté (E, c.p) = mg.c*.(ch®, sh2) le quadrivecteur
d’énergie-impulsion d’un mobile, nous noterons la densité d’énergie-impulsion
de la fagon suivante :

’ I 0 —
m‘%c .(Ch%, sh%) = po.c2.(ch%, shﬂ) = p.c% (17 v) ;

2 N
@) = :

= (e, ¢

m.c



2 —

- mg.cC w U
m.c? = .ch—. 1, — ).

c c

Dans la notation m, la lettre m est I'initiale de "matiére", ou de "masse",
mais dans ce contexte la matiére (ou la masse) n’existent qu’en tant que qua-
drivecteur d’énergie-impulsion. Le tilde est justement destiné a rappeler qu’il
s’agit d’un quadrivecteur.

Cette densité d’énergie-impulsion m.c? comporte une premiére partie sca-
laire : e = p.c? (c’est la densité d’énergie) et une partie vectorielle : 7.c? = p.c.¥
(densité d’impulsion).

L’intérét de ce quadrivecteur est qu’il se transforme selon la matrice de Lo-
rentz.

13 Le champ

Le "champ" dont il s’agit ici est le "champ d’entrainement", autrement dit
le quadripotentiel gravitationnel.

Une masse mo produit un quadripotentiel P, qui, mesuré a la distance rq

(évaluée dans son repére propre), s’écrit : &g = —TC;’;

~ G.m w v
Py =——C ch—. (1, ) .
Vo-ro c c
Nous supposerons que, dans le vide (donc en I’absence de source), ce quadri-

potentiel se propage selon une régle simple, qui est, bien sir, la régle classique
de la gravitation newtonienne (voir document sur le potentiel) :

0d, = 0.

En chaque point les champs partiels produits par tous les corps proches ou
lointains se combinent selon ’addition quadrivectorielle, exactement comme des
quadrivecteurs énergie-impulsion (mais sous forme virtuelle), donnant une résul-
tante de la forme : ® = D.ch*. (1, g), ot le scalaire ® est ’opposé de la norme
du quadrivecteur ®. Il existe un repére privilégié dans lequel ® = d.(1, 6). Ce
scalaire ® est 1’équivalent du potentiel gravitationnel newtonien.

La formule O®, = 0 est vraie pour le champ créé par une particule unique
immobile, mais elle se généralise au champ créé par une particule en mouvement,
ou par une multitude de particules, d’aprés la linéarité du d’alembertien. On
peut donc écrire :

0o = 0.
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Il existe une étroite parenté entre la densité d’énergie-impulsion m et le qua-
dripotentiel @ : la premiére joue le role de source.

On peut donc admettre ’égalité : 0% = 0 comme la loi fondamentale de pro-
pagation du quadripotentiel dans le vide (en I’absence de "source"). Mais que
se passe-t-il en présence de "source" (donc de matiére possédant une énergie-
impulsion propre) ?

14 La matiére et le champ

C’est ici qu’intervient la loi de Poisson, que nous avons rappelée dans le
document sur le potentiel. Nous ’avions écrite sous sa forme classique :

AP = —4.71.G.p.

Dans cette formule, p est la densité locale de matiére mesurée par un obser-
vateur immobile par rapport a elle. Si on veut pouvoir passer & un observateur
local en mouvement, on peut, en premiére approximation, écrire :

0 =4.71.G.p.
Contrairement & A, Popérateur O est compatible avec la relativité restreinte.
Mais la densité de masse au repos p n’étant pas lorentzienne, il faut la remplacer

par 77 (densité d’énergie-impulsion, divisée par c?).

Ce n’est pas tout : il faut faire de méme pour le potentiel, qu’on va remplacer
par le quadripotentiel ®. On obtient alors :

~ m

C
Cette égalité relie le champ général (quadripotentiel généré par une multi-
tude de particules, proches ou lointaines), situé dans le membre de gauche, a la

matiére locale, qui intervient par son énergie-impulsion (membre de droite).

Dans le vide, m s’annule, et on retrouve 1’égalité : 0@ = 0 : c’est la loi de
propagation du champ dans le vide.

Ces égalités sont censées résumer deux choses :

- comment la matiére (modélisée par sa densite d’énergie-impulsion m) agit
sur le champ ;

- comment le champ se propage.
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On remarque plusieurs points communs avec I’électromagnétisme relativiste.
Ce sont :

- la notion de quadripotentiel ;

- la notion de propagation du champ dans le vide selon une loi simple com-
patible avec la relativité restreinte (ici : O® = 0) ;

- la notion de source, role joué ici par la densité d’énergie-impulsion de la
matiére.

Jusqu’ici, nous avons raisonné comme si ’espace-temps était celui de Min-
kowski ; si on fait intervenir la courbure, il convient de faire intervenir la notion
de transport paralléle, et celle de dérivée covariante.

15 La triple problématique de la gravitation

Etudier la gravitation relativiste, c’est chercher a répondre & trois questions :

1) Comment la matiére (plus exactement I’énergie-impulsion) agit-elle sur le
champ gravitationnel ?

2) Comment le champ se propage-t-il ?
3) Comment ce champ courbe-t-il I’espace-temps ?

Nous venons de voir qu’on peut répondre facilement aux deux premiéres
questions; les options que nous avons choisies s’apparentent de trés prés a
I’électromagnétisme, ou plus exactement & sa facette "électricité", et non "ma-
gnétisme" ; le champ électrique (quadrivectoriel) étant remplacé par un champ
d’énergie-impulsion quadrivectorielle. Ceci nous conduit & une ébauche de théo-
rie particuliérement simple (beaucoup plus simple que I’électromagnétisme).

Mais ce qui fait la spécificité de la gravitation, c’est la courbure de l’espace-
temps qui en découle. Il nous reste donc & répondre & la troisiéme question :
comment le champ gravitationnel courbe-t-il I’espace-temps 7

On peut déja dire que le potentiel scalaire ® défini ci-dessus (I'opposé de la
norme du quadripotentiel), étant I’équivalent du potentiel newtonien, doit avoir
la propriété de modifier les régles et les horloges locales, selon les principes que
nous avons vus dans le document "gravitation relativiste", et qui se résument
ainsi :

_= 2
dtgist = € 2 .dtjpe et dlgise = €2 .dljoe-
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Rappelons que 'observateur local doit étre "immobile", cette "immobilité"
étant définie par le quadripotentiel lui-méme.

Pourquoi cette loi et non une autre? On ne pourra jamais répondre tota-
lement & cette question, mais on verra, dans le document sur les "Métriques",
qu’une théorie tentant de concilier deux lectures de la gravitation, 'une basée
sur la courbure de I’espace-temps et 'autre sur la notion de (pseudo-)force, nous
conduit & ces équations.

Mais c’est surtout dans le document "Gravitation et vide quantique" que
nous réunirons un grand nombre d’indices trés cohérents qui convergent vers la
métrique de Ni. Cette argumentation est le coeur de notre travail.

16 Version tensorielle

Dans les équations de la relativité générale, c’est le tenseur énergie-impulsion
(T#) de la matiére qui courbe I’espace-temps. Ce tenseur est construit & partir
du quadrivecteur énergie-impulsion de la matiére réelle en considérant son flux
a travers des surfaces unitaires orientées selon les différents axes. On pose (ou
on démontre & partir d’hypothéses plus sophistiquées) :

T = po.c®ut .,
ou py = 57"3 est la densité locale - c’est-a-dire le rapport entre la masse

infinitésimale (dm) et le volume local infinitésimal (dVp) dans lequel elle est
incluse - et u la quadrivitesse :

w vy V2 Us
u=ch—.(1, —, =, =), donc:
c c’ ¢ ¢
1 1 va v3
UO _ , ul _ c , u2 _ c , 7‘113 _ c
v2 v2 v2 v2
l=& 1= 1= — =
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Le produit matriciel ci-dessus est un produit direct, & ne pas confondre avec
le produit scalaire :

C

alsals

<

v3
c
Remarquons encore que, lorsqu’on modifie la vitesse de I'observateur local,
le quadrivecteur vitesse du mobile se transforme grace a la matrice de Lorentz
L. On a alors (en supposant les axes ortogonaux) :

1 1
!
/ Y1 V1
w -+ w L ,
ch—. | =ch—.L S, |, et également :
c =2 c =
C
o v
o ¢

! / / /
w v v v w vy Vg V3
m—nl;—ia—i;—ﬁr=dwz@;——;——;—— L.
C C C C C

Il en résulte que T'*¥ = L.TH" L.

Nlustrons ceci par un exemple simple ; plagons-nous d’abord dans le cas ou

ve = vg = 0 (il suffit de choisir 'orientation convenable des axes); on a alors :
V=0, W= 1w, et :

ch®
TH = po.c?. shee .(chE ; shE ;0 0) ;
0 c c
0
ch2% ch*.sh 0 0
o 9 ch* .sh ch2%’ 0 0
T = po.c”. 0 0 0 0
0 0 00

Supposons, de plus, que la rapidité w, du nouvel observateur par rapport au
premier soit paralléle & w; ceci nous autorise & conserver une seule dimension
spatiale, ce qui allégera ’écriture. On aura alors :

ch¥e  —gh%e
L_<—shi‘:; ch“% > '

v _ 9 [ ch® A 9 chz% ch*.sh*’
T Po-C ( shi ).(chc ; shc> Po-C ( ch sh chQ% .

Calculons la quadrivitesse évaluée par le nouvel observateur :
chw?/ - ch=e  —sh=e ch® '\ _
sh¥ | =\ —sh¥e  che “\ sh¥ | T
c c c c
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_ ch?.ch®2 — sh*.sh*2 _ ch¥=e
B —ch*.sh=2 + sh* .ch®e shu=ta |-

De méme (en ligne) :

! / Wo _ Wo
ch- ; shl ) = (chE ; shg>. ChTw Shwc = ..
c c c c —sh=2 ch=2

Par conséquent :

w’ / /
T = po.c?. ( Chucj, > . (Chw ; shw> =..
Sh7 C C

B 9 [ ch®=—"° W— Wy L W— W\
.. = pg.C ( shw_cw" ><ch c ; sh p ) = ..

2 ( ch?1=te ch®=e shv=1be )
c c c .

<o = pPo.C. Ch¥=Wo of) W=Wo ch2W=wo
c c C

En définitive, on a bien (dans ce cas particulier) I’égalité suivante :

oo (e Y e (b ),

_sh¥e  opwe —gh¥  chWe
c (& C C

L’utilisation de ce tenseur T*" est particuliérement adaptée lorsque la ma-
tiére peut étre modélisée comme un fluide, par exemple un nuage de poussiére
dans lequel la masse des grains serait infinitésimale (idéalement nulle) et leurs
distances réciproques infimes ("nulles", si ceci a un sens) ; ce fluide étant alors
défini, en chaque point, par une densité et une vitesse qui se transforment lors-
qu’on change de repére. On passe donc, par I'imagination, du discret au continu.
Mathématiquement, cette substitution est trés intéressante, car on obtient alors
un tenseur, qui peut étre manipulé selon les régles du calcul tensoriel (régles trés
efficaces, et méme particuliérement "simples", compte-tenu du grand nombre de
composantes qui peuvent étre manipulées simultanément). Surtout, toute égalité
tensorielle, de la forme A*Y = B*¥ par exemple, se conserve par changement de
repére, ce qui lui confére une valeur universelle : ¢’est un aspect de la covariance
recherchée par Einstein. Cependant, ce passage du discret au continu ne doit
pas nous masquer un probléme fondamental : pour la mécanique quantique, la
matiere est discréte et non continue. Et, selon la gravitation de Newton, une
particule (imaginaire?) de masse non nulle dans une sphére de rayon nul pro-
duit un potentiel infini (négatif) et des forces potentiellement infinies; dans la
méme situation, on s’attend & trouver des courbures infinies (ou du moins trés
grandes) en relativité générale, & I’échelle microscopique. Le fait de modéliser
la matiére comme un fluide continu permet d’ignorer cette problématique. Tout
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porte & croire que cette facon de simplifier le probléme est acceptable, au moins
a ’échelle macroscopique, mais on ne sait pas trés bien pourquoi.

Dans le document "Gravitation et vide quantique", nous identifierons le
quadrivecteur d’entrainement (ou quadripotentiel) & une circulation d’énergie-
impulsion virtuelle dans le vide quantique (& un facteur ¢? prés : le potentiel
newtonien est construit & partir de la masse m, 1’énergie impulsion est calibrée
par ’énergie m.c?). 1l sera alors facile de définir une densité d’impulsion vir-
tuelle, analogue a la densité d’impulsion réelle, ce qui nous permettra d’obtenir
un tenseur UH¥, analogue & T"”, mais associé aux particules virtuelles du vide
quantique. Nous Pappellerons : tenseur d’énergie-impulsion virtuelle. Sa défi-
nition est encore plus naturelle que celle de T"”, dans la mesure ou le vide
quantique se rapproche beaucoup d’un milieu continu, alors que la répartition
de la matiére réelle est clairement discontinue.

Les équations que nous avons écrites ci-dessus :

- dans le vide (sans source) :

- avec source :

vont alors devenir :

- dans le vide (sans source) :
au* =0 ;
- avec source :
aur” =4.x.G.T".
Le potentiel newtonien s’exprime ainsi :
1

~5VU" V.

La formule OU* = 4.7.G. T est censée exprimer la fagon dont le champ
se propage. Deux autres formules sont nécessaires pour exprimer comment ce
champ modifie I’espace-temps : ce sont les formules de transformation des régles
et des horloges en fonction du potentiel.

b =

Attention : il ne faudrait pas croire que ces tenseurs (a seize composantes)
contiennent plus d’information que les quadrivecteurs (& quatre composantes)
que nous avons utilisés précédemment. Ils n’ont d’intérét que si on a pour objec-
tif de batir une théorie totalement covariante. Si on préfére mettre en valeur les
liens privilégiés avec la relativité restreinte, les quadrivecteurs vont droit au but.
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Les tenseurs que nous avons introduits ne font disparaitre ni les repéres pri-
vilégiés, ni la notion d’immobilité.

Dans le cas du tenseur T#¥, si nous nous plagons dans le cas ol la vitesse v
est nulle (v; = vy = v3 = v = 0), nous obtenons : u® = 1, u! = u? = u3 =0,
donc u*.u¥ = 1, ce qui entraine : TH = T = py.c2. Toutes les autre compo-
santes s’annulent. La vitesse v est la vitesse par rapport au "grain de matiére"
local.

Il en est de méme pour U*¥ : il existe une valeur unique de ¥ pour laquelle
on obtient : UM = U%, Cette vitesse est celle du "grain d’énergie virtuelle"
local. C’est la "vitesse du champ", qui permet de définir I’"immobilité gravita-
tionnelle".

Alors que T*¥ traduit ’énergie-impulsion de la matiére (réelle) locale, et elle
seulement, U*” cumule les informations (virtuelles) provenant, en chaque point,
de 'ensemble du monde extérieur.

Mettre ce tenseur U#” au centre de la théorie de la gravitation, c’est réhabi-
liter le principe de Mach, qu’Einstein avait abandonné au profit de la covariance
généralisée.

17 La covariance généralisée : une "idéologie" 7

Considérons la formule de Newton : F = m.7, qui, dans le cas de la gravita-

tion, devient : F = m.djf; = —gﬁ (i=2,3,4).

Cette formule est adaptée a un espace euclidien. Si on désire ’adapter & un
espace courbe, on peut ’écrire sous cette forme :
d?z? o dad dzF 0P

7 3

Mg T | T T

Selon la notation d’usage, Fj- . désigne un symbole de Christoffel.
On dira que ’équation est écrite ici sous sa forme manifestement covariante.

Cette modification de ’écriture de I’équation se base sur des régles trés rigou-
reuses de l'algébre tensorielle; elle est destinée & la rendre plus facilement utili-
sable dans un contexte ou I’espace est courbe (la surface terrestre par exemple).
Mais c’est toujours la méme équation. Cette modification, purement formelle,
est parfaitement légitime. On conserve le fond, on modifie la forme.

Le probléme apparait lorsqu’on veut imposer au fond de s’adapter & la forme,
autrement dit lorsqu’on décide que la nature doit se plier & une idée qui est dans
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notre téte. Dans le cas présent, 'idée est que toute loi da la nature doit s’expri-
mer sous une forme manifestement covariante, identique dans tous les repéres.
Le mot "idéologie", dans le domaine scientifique (et non politique!) signifie :
attribuer du poids a une idée préconcue, alors qu’on ne devrait s’appuyer que
sur ’observation.

Bien str les idées restent nécessaires, mais seulement pour assurer la cohé-
rence des théories.

Dans le présent travail, nous plaidons pour une théorie de la gravitation
strictement relativiste. Par "relativiste", il faut comprendre : conforme a la re-
lativité restreinte, qui est basée sur la Lorentz-invariance. L’objectif qu’on peut
se fixer est donc le suivant :

- rechercher ce qui est (ou pourrait étre) Lorentz-invariant dans la théorie
de Newton (voir par exemple le document sur le potentiel) ;

- mettre en valeur les points communs entre la gravitation et les autres théo-
ries physiques notoirement relativistes (en particulier 1’électromagnétisme) ;

- replacer cette Lorentz-invariance (locale) dans un espace-temps courbe.

Le mirage de la covariance généralisée ne nous fera 4 aucun moment perdre
de vue cet objectif.

18 Dilatation directionnelle de 1’espace

Nous venons de voir que le champ quadrivectoriel, en un point donné, dépend
des énergies-impulsions de tous les corps matériels de ’Univers, affectées de co-
efficients en % Mais la contribution d’un corps donné dépend de sa vitesse. Pour
le comprendre, il faut se rappeler que le flux d’information émis par ce corps,
et donc la dilatation de I’espace qu’il engendre, se calcule facilement, selon les
formules présentées dans la section "gravitation relativiste", dans le repére du
corps émetteur ; mais dans tout autre repére, on va étre conduit a réinterpréter
cette information en fonction de 'immobilité gravitationnelle locale.

Quand on étudie le champ gravitationnel produit par un corps inertiel M, on
commence toujours par se placer dans un repére lié & ce corps; c’est ce que nous
ferons dans le document sur le potentiel gravitationnel, dans le document sur
les systémes binaires, et dans le document sur les ondes gravitationnelles (para-
graphe "Premiére approximation des ondes gravitationnelles"). Attention : on
choisit alors un repére qui, en général, n’est pas "gravitationnellement immo-
bile", mais qui s’en déduit par la transformation de Lorentz. Pour les besoins des
calculs, on pourra le supposer immobile, mais c’est une immobilité subjective,

31



relative, et non physique.

Nous observons le voisinage d’un point P donné, gravitationnellement immo-
bile ; notre but est d’évaluer la modification des régles et des horloges locales,
induite par un corps M situé a la distance d, de masse m, se déplacant & la
vitesse v. Ce corps est supposé suffisamment éloigné (ou peu massif) pour que
sa contribution & I'immobilité gravitationnelle locale soit négligeable.

Nous allons poser : k = GC—Q"’ D’autre part, nous allons supprimer la troi-
siéme coordonnée spatiale pour alléger ’écriture.

Pour se fixer les idées, on va considérer que dt;,. est une durée de référence
locale (intervalle entre le "tic" et le "tac" d’une horloge locale, située au point
P) et que dxjoc et dyjo. sont deux longueurs de référence locales (indiquées par
deux régles locales d’orientations différentes, toujours en P). Supposons, pour
le moment, que le corps émetteur M n’existe pas (ou faisons abstraction de son
influence). Si on note ® la différence de potentiel (potentiel du point P moins
potentiel de O, observateur distant), on sait qu’on a :

_ %
dt dtdist e < 0 0 dtloc
dz = d-rdist = 0 6% 0 . dxloc
dy dydist 0 0 e C% dyl oc

Faisons maintenant intervenir le corps émetteur M, situé & la distance d
du point P ; supposons pour commencer qu’il soit immobile par rapport & P, et
aussi par rapport a 'observateur distant O. Il produit au point P une diminution

du potentiel : Ad = —GT’”. La nouvelle différence de potentiel sera donc :
G.m
O = ——
d )
¥ & Gm O k-
2 2 dez 2 d’
o’ O
ec2 —=ec2.e d ;
_2 _2 ok
e <2 =e 2.ed;
eEF 00 ei 0 0 e 00
E34 _k 2
0 ez 0 = 0 e a 0 . 0 ez 0
0 0 6% 0 0 €_§ 0 0 ec%

Les nouvelles estimations (par l'observateur distant O) de la durée de réfé-
rence et des deux longueurs de référence sont maintenant dt’, dz’ et dy’, données

par :
_e

dt’ e 0 0 dt1oc
de’ | = 0 e 0 A dxiee | = ..
dy/ 0 0 e%’ dyloc



(9]
alx
)

s

Par conséquent :

0 e 0 0 1o
0 0 ec% 0 . dxoc = ...
e_% 0 0 8% dyloc
ed 0 0 dt
0 e‘g 0 . dx
0 0 e 4 dy
ed 0 0 dt
=]l 0 e 0 |.| dx
0 0 e 4 dy

Supposons maintenant que le corps émetteur M se déplace, par rapport au
point P, et donc aussi par rapport a ’observateur O immobile, & la vitesse v
selon ’axe des z. La formule ci-dessus doit alors étre adaptée, car 'influence
du corps émetteur se calcule dans son repére propre; il faut d’abord attribuer
(virtuellement) au point P (et & 'observateur O) une vitesse égale & ¢ avant de
pouvoir 'utiliser ; aprés quoi il faudra revenir dans le repére initial, gravitation-
nellement immobile. On va donc composer la matrice de Lorentz, la matrice de
changement de potentiel (rappelée ci-dessus), et la matrice de Lorentz inverse ;

ce qui donne :

dt’ ch  sh% 0 ei
de! | = sh% ch% 0 0
dy’ 0 1 0
dt’ e¥.ch¥ efg.sh% 0
de’ | = | e# sh* e‘g.ch% 0
dy' 0 0 e~
dt’ ed.ch?¥ — e~ sh2%
dx: = (€§ - 6_5) .ch® .sh*
d

4 0

0 0 ch?l  —sh?
e~ g 0 —sh%  ch*
0 6_§ 0 0
ch% fsh% 0 dt
—shf ch% 0 dx
0 0 1 dy
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Cette condition étant réalisée, calculons dz’ et dy’ en fonction de dz et dy :

w w
dx’ = (e% — e_%> ch—.sh—.dt + (e‘g.chz— - eg.sh2—> dz ;
c c
E ok w o w
! w o w (ed —e d) .ch® .sh* w w
dx’ = (e% - e_g) .ch—.sh—. _©° da+ (e_%.chz— - e%.shQ—) dz
c ¢ ed.ch?¥ —ed.sh?Y% c ¢
N2
(65 - e_%) .ch2%.sh2% + (6_5 ch2% - eg.shQ%) . <e§.ch21§ e_g.shz%)
dr’ = - d
ed.ch?® —e~d.sh?%
(e% -2+ 6_%) .chQ%‘J.shQ% - (e% + 6_%) .chQ%’J.shQ% + ch4% + sh4%
dr’ = - - dx;
ed.ch?® —e~d.sh?%
2
, ch*¥ — 2.ch?¥ gh2% 4 ghtw (ch2w shQ“’)
dx' = £ € < ¢ dx = —< dr
ed.ch?¥ —e~d.sh?% ed.ch?¥ —e~d.sh?%
de’ — dx _ e~ d.dx .
ed.ch?® — e~ 4 sh?%  ch?¥% — e_%ushQ% '
2
—k _ v
dx, _ e~ d.dx _ 6_%. 1 QCE ; de.
2w _ ok 02 1—ea.%
ch22. (1-e . 2) o
Pour k << d, on a : e~ a1 — %, de plus, on suppose que v << ¢; on a
alors :
2
1-— Y ’U2 2.k U2
dx/%6_5.1 (1 czk) 02 .dx%e_g.(l—Q . 1+ 1—7 B0y d$7
— _ AR v C C
d c2
) 2.k v?
de’ e d. (1— 22 ) da.
d 2

D’autre part :
k
dy = e d.dy.

On voit donc que, pour l'observateur immobile, la présence du corps de

masse m, situé a la distance d et se déplagant a 1
biaiser 'estimation des distances locales : d’une

a vitesse v selon 'axe des x, va
part toutes ces distances (éva-

luées localement) vont étre multipliées par le coefficient e~ (ce qu’on pouvait

prévoir, d’aprés ce qui a été exposé dans la se
au sujet de la dilatation/contraction des régles)
effet, orienté dans la direction du déplacement,

ction "gravitation relativiste",
; mais, d’autre part, un autre
Vva se superposer au premier,

puisque, dans cette direction particuliére, les longueurs vont subir une seconde
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contraction, de coefficient (1 — %. 2). C’est ce que j'appellerai leffet de dila-

v
=
tation/contraction directionnelle de l’espace.

Bien entendu, cette contraction est directionnelle du point de vue de 1’ob-
servateur immobile ; elle ne ’est pas du point de vue du corps émetteur.

Remarquons aussi que le sens du vecteur vitesse est indifférent : seules sa
direction et son module interviennent.

Nous venons de voir comment ce corps distant en mouvement modifie, de
maniére infinitésimale, les régles de 1’observateur. De la méme maniére, nous
pouvons étudier comment il modifie ses horloges. Il faut reprendre le calcul qui
précéde, en remplagant la condition dt’ = 0 par dz’ = 0, puis calculer dt’ en
fonction de dt. On voit trés vite qu’il s’agit du méme calcul, dans lequel g est
remplacé par —%. On obtient :

k 2.k 1/‘2
dt’ =~ ed. <1 + d'(:Z) .dt.

Pour l'observateur distant, deux régles situées en P, qui auraient été de
méme longueur (dz = dy) sans U'intervention du corps émetteur M, vont sembler
différentes (dz’ # dy’) lorsque son influence se fait sentir au point P, le quotient
étant :

da’ 1 2.k v?
dy "~ d e’

Mais cette conclusion ne concerne pas seulement 1’observateur distant : elle
est valable pour tout observateur immobile (et I'immobilité gravitationnelle est
elleeméme une notion objective, définie rigoureusement, et mesurable); c’est
donc une conclusion objective, non liée & un observateur particulier : sous I'effet
de laction gravitationnelle (méme trés faible) du corps M en mouvement, le
quotient entre les longueurs dz et dy est réellement modifié. Si on considére le
temps mis par la lumiére pour aller d’une extrémité a 'autre de la régle dz, ou
de la régle dy, ou le temps nécessaire pour faire un aller-retour (comme dans
le cas des interféromeétres utilisés pour détecter les ondes gravitationnelles), on
voit que ce temps dépend de la vitesse ¥ de I’émetteur, et de 'orientation de la
régle par rapport a ce vecteur.

Cet effet de modification des régles et des horloges locales par un corps

éloigné, en mouvement, va jouer un role central dans notre étude des ondes gra-
vitationnelles.

19 Qu’est-ce que 'effet Lense-Thirring ?

L’effet Lense-Thirring (entrainement des référentiels, "frame-dragging" en
Anglais) est un phénomeéne encore mal connu, qui découle, mathématiquement,

35



de la relativité générale, méme s’il semble, & premiére vue, contredire les prin-
cipes qui ont présidé & son élaboration.

Cet effet me semble plus facile & comprendre grace a ’éclairage apporté par
la métrique de Ni, et surtout par la notion d’"immobilité gravitationnelle", telle
que nous 'avons définie précédemment. Pour un observateur gravitationnelle-
ment immobile, le champ (en termes de quadrivecteurs d’entrainement) produit

par I’ensemble de I’Univers est de la forme a.c (a > 0) ; le quadrivecteur produit

par un corps M donné est b.e, avec b = GTm En suppos:imnt que ces quadrivec-

teurs soient additifs, la résultante sera a.ef+be? =Ae™. On peut facilement
calculer A et W, puisque A.ch% =a+ b.ch% et A.sh% = b.sh% :

-\ 2 =\ 2 N 2 N 2
A% = <A.chW> — (A.shW> - <a+b.chw) _ (b.shw) :
C C C C

A2 =a? + 0%+ 2ab.ch™ ;
c

A= \/a2 02+ 2ab.ch Y :
C

W shW b.sh@
—h— = c_.
c ch% a+b.ch?

o<t

Ce vecteur V correspond & l'entrainement des référentiels par le corps M consi-
déré.
= WO
Si|b| >> lal, ona: ¥ ~ ZiZ%
M est isolé dans 'univers (a = 0), alors tous les repéres inertiels subissent un
entrainement égal a la vitesse ¥ du corps M ; autrement dit, ce corps, & lui
seul, définit 'immobilité gravitationnelle dans ’ensemble de 'univers. Ceci est
conforme au principe de Mach, selon lequel un corps isolé dans l'univers est

nécessairement, immobile.

= th% = g Ceci signifie que, si le corps

Si, au contraire, a # 0, on aura (pour r assez grand) : |b| = €2 << |al,
V . bshZ  Gm shZ R - = N
donc ¥ ~ 22 = % L’entrainement tend trés vite vers 0 quand r croit.

(Bien sir, quand r tend vers 0, |b| devient supérieur a |a|, donc, comme précé-
demment, V tend vers 7.)

Un cas particuliérement intéressant a étudier est celui ou |b| n’est pas né-
gligeable par rapport & |a|. Ceci pourra se produire soit prés de la surface d’un
astre particuliérement compact ("trou noir", étoile & neutrons), soit a 'intérieur
d’une galaxie ou d’'un amas globulaire, ot l'action gravitationnelle des étoiles
"proches" peut éventuellement égaler ou dépasser celle de I’ensemble des astres
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lointains (autres galaxies).

En mai 2011, aprés des mois de travail, destinés & identifier et & éliminer les
bruits parasites, ont été publiés les résultats de 'expérience Gravity Probe B,
qui semblent mettre en évidence (sous réserve de confirmation, car les discus-
sions ne sont pas closes) effet Lense-Thirring, dans un cas un peu particulier :
il s’agit d’'un "effet Lense-Thirring différentiel". Cette expérience était basée sur
I’idée suivante : lorsqu’un satellite (comme Gravity Probe B) tourne autour de
la Terre, & une altitude modérée, la face de la Terre tournée vers le satellite
est nettement plus proche que la face opposée, et son attraction est donc beau-
coup plus forte. Donc il n’est plus possible de considérer la totalité de la masse
terrestre concentrée en un point, comme nous ’avons fait dans le cas du Soleil
et de son systéme planétaire : il faut considérer que chaque partie élémentaire
(dm) de la masse terrestre produit a la fois un potentiel gravitationnel et un
entrainement du référentiel. On fait appel au calcul intégral pour reconstituer
Peffet global. L’entrainement dii aux parties les plus proches (a ’aplomb, sous
le satellite) ’emporte sur I'entrainement di aux parties les plus éloignées (aux
antipodes). L’entrainement résultant se fait dans le sens de la rotation de la
Terre ; mais il décroit trés vite avec la distance, et s’annule & l'infini. L’entrai-
nement différentiel (qui s’exerce plus fortement sur la partie du satellite qui est
la plus proche du sol) produit un couple qui est susceptible de faire tourner un
gyroscope (leffet étant proportionnel a la dérivée de ’entrainement par rapport
a la distance). C’est de cette fagon que leffet Lense-Thirring a été testé par
Gravity Probe B. Mais on pourrait imaginer de le tester plus directement, par
exemple par une étude fine de 'effet Shapiro, qui doit étre légérement dissymé-
trique dans le cas d’un corps en rotation rapide.

Retenons que la notion d’entrainement des référentiels découle trés naturel-
lement des idées qui sont & l'origine de notre étude ; notre facon de la présenter
laisse entendre qu’il pourrait exister non seulement un "effet Lense-Thirring
différentiel" (celui qui a été testé par Gravity Probe B), mais aussi un "effet
Lense-Thirring intégral", dont nous allons reparler au sujet de la rotation des
galaxies.

L’effet Lense-Thirring se situe & la limite des possibilités techniques actuelles,
mais on peut penser que, dans I’avenir, il sera une clé essentielle dans I’étude
de la gravitation.

20 La matiére noire existe-t-elle ?

A Torigine, le probléme de la matiére noire a été soulevé par I’étude de la
courbe de rotation des galaxies. On peut, en premiére approximation, modéliser
une galaxie spirale comme un disque en rotation, formé d’étoiles tournant toutes
sur des orbites circulaires, & une vitesse variable selon la distance au centre. La
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mesure de la vitesse des étoiles se fait par effet Doppler. On s’apercoit que la
vitesse angulaire est constante (donc que la vitesse linéaire est proportionnelle &
la distance au centre), a partir du centre de la galaxie jusqu’a une distance cri-
tique. On peut donc dire qu’une grande partie de la galaxie tourne & la maniére
d’un solide. Au-dela de la distance critique, la vitesse angulaire décroit, mais
la vitesse linéaire, elle, décroit trés peu, et se stabilise. D’autre part, ’étude du
nombre, de la nature et de la répartition des étoiles visibles permet une premiére
évaluation de la masse en fonction de la distance au centre. Cette évaluation
est ensuite affinée en prenant en compte le "trou noir" central de la galaxie,
les nuages de gaz et de poussiéres, les étoiles mortes, planétes, corps de toutes
sortes, pour la plupart invisibles, dont la présence est certaine, mais dont ’abon-
dance est difficile & estimer. Ensuite, on calcule, selon les lois de la gravitation,
la courbe de rotation théorique de la galaxie, puis on la compare a la courbe
mesurée. On constate alors que les deux courbes sont bien différentes; entre
autres différences, la courbe calculée montre une décroissance trés rapide de la
vitesse linéaire au-dela de la distance critique. Et lorsqu’on cherche a expliquer
ce décalage, une remarque s’impose tout naturellement : la courbe calculée se
rapprocherait beaucoup plus de la courbe mesurée si on supposait que la masse
évaluée a été trés fortement sous-estimée. Et la méme conclusion revient pour
toutes les galaxies étudiées! Et pas seulement pour les galaxies : I’étude des
amas globulaires montre aussi des anomalies de méme nature.

Les astronomes ont passé en revue et estimé le plus précisément possible tous
les oublis pouvant expliquer cette sous-évaluation de la masse totale, et, tous
les calculs ayant été refaits, ils ont été obligés de confirmer qu’il y a bien une
masse manquante, actuellement évaluée a 80% de la masse totale de I’Univers
(soit quatre fois plus que la matiére "conventionnelle") !

De nombreuses hypothéses ont été formulées pour expliquer cette masse man-
quante, par exemple l'existence de particules massives inconnues interagissant
peu avec la matiére ordinaire (WIMP : weakly interacting massive particles),
ou bien des particules extrémement légéres mais trés nombreuses (les axions).
La théorie MOND a également été imaginée pour résoudre ce probléme : cette
théorie de la gravitation suppose que 'attraction est en T% pour des distances
modérées (dans le systéme solaire par exemple), en % au-dela.

La rotation des galaxies est un phénomeéne complexe : il est possible que des
explications trés diverses contiennent une part de vérité. Mais, dans le cadre du
travail qui nous occupe, il y en a une qu’il me semble intéressant de mettre en
avant : c’est le role de 'entrainement des référentiels (effet Lense-Thirring).

Dans la partie centrale de la galaxie, qui tourne comme un solide, les ré-
férentiels inertiels ("gravitationnellement immobiles") doivent tourner aussi!
Pourquoi ? L’explication est simple. Placons-nous en un point P quelconque &
Iintérieur d’'une galaxie. En ce point s’exerce l'influence d’un grand nombre
d’étoiles e;, dont la résultante est le quadrivecteur d’entrainement global :
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> T (ch% + sh%) = . (ch% + sh%), ou x; est un coefficient qui dépend
de la masse de I’étoile e; et de sa distance par rapport au point P. Précisons
que x.ch% est la composante "énergie" (scalaire) de ce quadrivecteur obtenu par
sommation, et x.sh% sa composante "impulsion" (vecteur & 3 dimensions). On
peut penser que c’est la contribution gravitationnelle des étoiles proches qui doit
étre dominante au point P. Si les positions et les vitesses de ces étoiles étaient
réparties aléatoirement par rapport & P, la somme vectorielle ("impulsion")
x.sh% devrait s’annuler. Mais les mouvements des étoiles dans la galaxie sont
ordonnés, et les vitesses des étoiles proches sont orientées sensiblement dans la
méme direction, ce qui fait qu’on va avoir, en premiére approximation : w; ~ W
pour toutes les étoiles situées dans la zone d’influence principale. Pour cette rai-
son, au point P, la composante "impulsion" du quadrivecteur d’entrainement ne
s’annule pas : les repéres dits "gravitationnellement immobiles" tournent dans
le méme sens que les étoiles proches, mais un peu moins moins vite, en raison
du "contre-entrainement" di aux astres lointains.

Il en résulte que, par rapport & leurs repéres inertiels locaux, les étoiles
tournent moins vite que ne pourrait le croire un observateur situé loin de cette
galaxie! Si cette déduction est exacte, alors la force centrifuge générée par leur
mouvement orbital autour du centre galactique pourrait avoir été surestimée par
les observateurs distants (car le calcul des orbites doit se faire dans un repére
inertiel local, et non dans un repére inertiel lié¢ & ’observateur) ; par conséquent,
la force centripéte due & la gravité (qui est équivalente & la précédente, mais
de sens contraire) a di étre surestimée dans les mémes proportions. On peut
remarquer aussi que la période T est sous-estimée par l'observateur distant :
quand il croit qu’'une étoile a fait un tour complet, les observateurs locaux, qui
sont affectés par 'entrainement des référentiels, estiment qu’elle n’en a parcouru
qu’une fraction. D’aprés la formule keplerienne 72 = 4653;3 , on voit clairement
que le fait de sous-estimer la période T équivaut a surestimer la masse M. Par
exemple, si la masse M d’une galaxie est surestimée de 80%, c’est-a-dire sures-
timée d’un facteur 5, la période T' est sous-estimée d’un facteur V5 ~ 2,236,
ce qui signifie que, lorsqu’une étoile périphérique a fait un tour dans le repére
tournant soumis & ’entrainement, elle a fait 2,236 tours du point de vue de
l’observateur distant. Par rapport a la vitesse apparente (v) de cette étoile (éva-
luée par 'observaleur distant), la vitesse du repére local soumis & I’entrainement
serait alors de ’ordre de : ﬁ.v, soit environ 45% de la vitesse de cette étoile.
Pour cela, il suffit que 'entrainement dii aux étoiles proches, sans étre exclusif
(car dans ce cas le pourcentage calculé ci-dessus ne serait pas égal & 45%, mais
4 100%), soit du moins dominant par rapport aux influences liées d’une part au
bulbe de la galaxie, d’autre part aux étoiles situées a 'opposé (de l’autre coté

du centre), enfin au reste de I'Univers.

Il se pourrait donc que la masse manquante, invoquée pour expliquer les
orbites des étoiles & l'intérieur des galaxies, ne soit plus nécessaire... Mais un
calcul rigoureux est difficile, car le calcul de I’entrainement fait intervenir non
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seulement la répartition moyenne des étoiles dans la galaxie, mais aussi le ca-
ractére discret de cette répartition.

Voici une autre facon d’expliquer pourquoi la masse attractive est surestimée.
Si la rapidité d’une étoile sur son orbite circulaire autour du centre galactique
do

est 1, alors une pseudo-accélération centrale %7 entrainera une variation de la

direction angulaire u’on peut calculer ainsi :
)

d¢p _ dw
dt ~ w.dt

L’observateur distant peut mesurer % de maniére fiable (c’est la vitesse
angulaire). S’il mesure la rapidité w par rapport a son propre repére, au lieu
de I’évaluer par rapport au repére "gravitationnellement immobile" soumis a
I’entrainement, alors il est clair qu’il va surestimer cette rapidité, ce qui va le
conduire & surestimer aussi ’accélération centrale, puisqu’il va la calculer ainsi :

dw o
dt o dt’

Il en résulte que la masse attractive responsable de la rotation de la galaxie
va étre surestimée dans les mémes proportions que la rapidité w.

Résumons la situation actuelle, concernant le probléme de la matiére noire :
de trés nombreuses observations concordantes montrent que les mouvements des
astres ne peuvent pas s’expliquer, dans le cadre fixé par la relativité générale,
sans faire appel & une "masse manquante" considérable. Mais les recherches
n’ont pas permis d’identifier cette masse manquante. En particulier, I’hypo-
theése de particules inconnues trés massives et peu interactives (WIMP) semble
de moins en moins vraisemblable : des programmes de recherche ciblés, me-
nés dans les grands accélérateurs de particules, sont restés sans résultat. Les
axions restent en course... Par ailleurs, la confirmation de la loi empirique de
Tully-Fisher, étendue a des classes trés diverses de galaxies, semble contredire
I'existence de cette masse manquante. Bien str, il est possible d’adapter la re-
lativité générale de maniére ad hoc pour résoudre ce probléme, partiellement
ou totalement : c’est ce que fait la théorie MOND, qui se base sur une loi d’at-
tracion modifiée. Mais il se pourrait que la prise en compte du quadrivecteur
d’entrainement, que j’ai introduit pour des raisons qui sont loin d’étre gratuites,
suffise & apporter un éclairage nouveau sur la rotation des galaxies, et donc sur
la matiére noire.

21 Sur la rotation des galaxies

Nous ne disposons pas des éléments nécessaires pour étudier sérieusement,
la rotation des galaxies; nous voudrions seulement donner quelques indications
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sur le role possible de I’entrainement dans cette rotation.

Nous allons étudier ’entrainement dans un disque de matiére a symeétrie cir-
culaire, sans épaisseur, en rotation.

Considérons une couronne de matiére de rayon R, de largeur dR, de densité
uniforme, tournant autour de son centre O & la vitesse angulaire w (ou a la
vitesse linéaire v = R.w). Notre but est d’étudier ’entrainement produit au
point P, situé dans le méme plan, tel que OP = r, d’abord par le point matériel
M, puis, en intégrant sur ¢, par ’ensemble de la couronne. Nous notons p la
densité de matiére (par unité d’aire, et non par unité de volume) & lintérieur
de la couronne, ce qui se traduit par :

dm = p.R.dR.d¢.
Cette masse dm, de vitesse ¥ (v << ¢), posséde un quadrivecteur énergie-
impulsion (dE, dp) tel que :
2 4 W 2
dE = dm.c®.ch— ~ dm.c® et :
c

c.dp = dm.c®.shS = dm.c®.ch
c

~ dm.c.V.

w
C

Qe

-}

L’entrainement partiel produit en P par cette masse dm (autrement l'infor-
mation quadrivectorielle véhiculée par le "flux" produit par dm, contribution
destinée a générer, par intégration, le potentiel quadrivectoriel) sera également
un quadrivecteur, proportionnel au précédent. Il sera inversement proportionnel
a M P2. Ceci signifie (en reprenant les notations introduites précédemment) que
le champ produit au point P aura pour composante "énergie virtuelle" :

dFE N dm.c?

€)= 32 ~ P
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et pour composante "impulsion virtuelle" :

- dp  dm.c
c.dP(r) = P~ pr

La loi des cosinus, appliquée au triangle (OPM), donne :
MP? = R? + 1% — 2.R.r.cos¢.
De plus, nous avons dit que dm = p.R.dR.d¢; il s’ensuit que :

ry —p-RARdS.> .
d(‘:(’/’) ~ R24+72—-2.R.r.cos¢ ’

>3 ~ p.R.dR.d¢.c =
CdP(’I‘) ~ R2472-2.R.T.cos¢ U

Pour le moment, R et r sont fixes; nous faisons seulement varier ¢. On a
donc :
= R2 412 —2.R.r.cosp

E(r) = p.R.dR.cQ./ = p.R.dAR.*. A(r),

ou A(r) est I'intégrale définie par :

_ [ d¢
Alr) = /_,T R2 + 72— 2.Rr.cosp’

En ce qui concerne la composante "impulsion", remarquons que le vecteur vi-
tesse ¥ du point M a pour composantes, dans le repére (Ozy) : (—v.sing, v.cosd);
si nous considérons maintenant le point M’ symétrique de M par rapport a (Ox),
les composantes de son vecteur vitesse seront : (—v.sing, v.cosg). Nous voyons
que, dans notre intégration, les composantes paralléles & (Ox) vont s’annuler, et
Pimpulsion résultante sera paralléle & (Oy). Nous ne prendrons donc en compte
que cette composante dans notre calcul :

N p.R.dAR.d¢.c ]
c.dP(r) ~ R? 412 — 2.R.7‘.c03<;§'U'COSQ5 ’

T cos¢.do
= B2+ 12 —2.R.r.cosp

cP(r) = p.R.dR.c.v./ = p.R.dR.cv.B(r),

ou B(r) est l'intégrale définie par :

[T cos¢.do
B(r) = /_ﬂ R2 + 12 —2.R.r.cosg’

L’entrainement V produit par la couronne au point P est perpendiculaire
au rayon [OP], et son module est donné par :

V. c¢P(r) p.R.dR.cv.B(r)

B(r)
TA(r)

¢ &(r)  p.RARCZA(r)

(%
C
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Nous allons donc calculer ces deux intégrales A(r) et B(r).

Nous allons d’abord poser :
a=R?+1r?%;

b=2R.r.

Avec cette notation :
_ [T d¢ .
‘A(T) - ffw a—b.cosp

™ .d
B(T) = f—‘n’ acf2i0j¢'

Nous allons faire ensuite ce changement de variable trés classique : ¢ = tang,

2.dt
1=t > et dp = e

qui entraine : cos¢p = 1 )

Aprés avoir fait les substitutions, nous obtenons :
2.dt

Alr) = / a_bcos¢ /wa bhz'l—&-m’
0= [ e e e erE

2 i dt
A(r) = / —
—oo 14 242

a—>

Posons maintenant : u = ‘”b .1, qui entraine : dt = |/ + b du. Remarquons
qu’on a toujours : a —b > 0 pour r # R.
b du

A _ 2 & a+b
(r>_afb' _ 14 u? \/ 2 1+u2

o)

Nous savons que [ % = Arctan u, ce qui nous permet de conclure que :

A(r) = 2 Aret oo 2 T ™ 2.
(r) = = b2.[ rctan u]” = T [5 - (75)] =

Puisque @ = R?4+r?et b =2.R.r,onaa’®—b?> = R*4+2.R?>r?4+r*—4.R? 1?2 =
R*—2.R?7% + 1% = (R? — r?)?, donc Va? — b2 = |R? — 12|, ce qui entraine :

2.m
A(r) = T
Pour calculer B(r), nous allons faire le méme changement de variable
too Lt o

T cosp.do e
B = D . ’
(r) /_Tr a — b.cos¢ e a—b. hz 1+1¢2
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2
2.1 dt

+o0 2.2t +o0
B(r) = / X _ / .
o (1 +2) = b.(1—1¢2) oo (@=Db)+ (a+0b)t2’

+oo 1
5r) :2'/00 T e+ @roed

)_[(a_}))+(a+b)_t2] peut s’écrire sous forme d’une somme :

a B
Tt @rne

La fraction e

1
A+2).[(a—b)+ (@+b)2] 1+

ou les coefficients a et 8 sont faciles & calculer :
a. [(a—b)+ (a+b).t?] + B.(14+ %)

1
T A+ (a-b+(at b

(1+2).[(a—0b) + (a+b)t?]
L=o.[(a=0b)+ (a+b).t*] +B.(1+17);
1 =[a.(a—b)+ 8] + [a.(a+ b) + B] .£°.

Il faut donc résoudre le systéme :

afa=b)+p=1;
a.(a+b)+5=0.

On obtient facilement :
{ 0= 95 = TRy

R24r242.Rr _ (R+1)?

5 _ a+b __
- 26 4.R.r 4.R.r °

Il s’ensuit que :

B(r) = 2. /+OO [lftQ e +ﬁ(a+b)'t2} (1 2).dt.

— o0

Nous allons poser :

oo 1—¢2).dt

By(r) = [ {W] (
de maniére a avoir : B(r) = 2.81(r) + 2.B(r).
< 1-t2 2 (1+1t?) o0 2
= a. dt = a. ———=.dt = a. — — 1| .dt;
Bi(r) a[m1+t2dt a[m e dt a/oo|:]'+t2 ]dt,
ﬁ +oo 1_t2

_ [ g N
BQ(T)_/ [(a—b)+(a+b).t2](1 t)'dt_a—b' —oo 14 aEb g2

— 00

)
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400 atb atb 42

oo ath (7 42 atb _ adb
6 / a—b ( ) B a—b a—b dt,

Ba(r) = . dt = . .
=0 ) 1+ atb g2 a+b ) o 1422
Batr) — +o0 (1+g—f§;>—(1+g—j§;.t2> .
A 14 afb g2 o
400 1+a+b
= — 1] .dt.
Ba(r) a+b/ 1+a+bt2
Remarquons que aib =55 =—a.
oo 2 +o0 1+a+lb7
B B = . — 1| .dt — —22 1| .dt;
1(r) + Balr) a/_oo[1+t2 ] a/_oo 1 ek g2 ’
[oe] 2 1+a+g
B B = a. - az dt ;
OB = [
00 co a—b a+b
dt — +
B Ba(r) = 2.0u. — —a. azb ___azb g .
1)+ Balr) O‘/,oout? O‘/oowit’;t

2.a

> dt > a—b
By(r) + Ba(r) :2.&./% O fa./m L

< dt daca [ 1
= 2. 2. =4.q. — . .dt.
B(r) = 2.B,(r) + 2.B3(r) = 4.0 /_OO - /_DQ =yl

a—b
Dans la seconde intégrale, posons u = a“’ .t; ceci signifie que dt = /& +2 du.
too gt daa [T 1 \/T
B(r) = 4.a. _— . . d
(r) a[m 1+¢2 a—b/,oo 1+ Varpo ™
oo qt 4.a. oo g
B(r) = 4.a./ — ac Y ;
oo 1+ Va2=02 J_ o 14 u?

B(r) = da. (1- 2 /+°°dt-
= 4.0 m . . 1+t2,

R? +r? too
B(T) = 7@ (1 — W—r2|) .[Arctan t]_oo )

s -~ (1 ) (5~ ()

7r R% + 12
B(T) = —E <1 — 7|R2 —7"2> .
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Pour R > r, on obtient :

De plus, A(r) = 3%, donc B(r) = A(r). .

- R2—’r‘2’
Pour r > R, on obtient :

s R? 4 1?2 T —2.R? 27t R
B““)—‘m(l‘rz_m) = Rr .

De plus, A(r) = T22_'7”Rz, donc B(r) = A(r).

<1

L’entrainement produit au point P par la couronne en mouvement est donc
caractérisé par la vitesse virtuelle V' perpendiculaire a (OP), telle que :

V=wv.g pourr<R;
V:v.g pour r > R.

Ce qu’on peut illustrer par le graphique suivant, :

Si on désire combiner plusieurs entrainements, il faut tenir compte du fait
qu’ils s’additionnent & la maniére des quadrivecteurs. En pratique, ceci signifie
que le vecteur V calculé ci-dessus est affecté d'un "poids" égal a £(r) ; Pentrai-
nement résultant sera la moyenne pondérée des entrainements partiels.
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Dans le cas présent, on remarque que E(r) tend vers l'infini quand 7 tend
vers R, ce qui signifie que pour r = R la vitesse d’entrainement sera égale & v,
et ne pourra étre contrebalancée ou méme modifiée si peu que ce soit par aucun
autre entrainement de poids fini. Nous dirons que, pour » = R, I’entrainement
est "total".

Ce probléme du "poids" infini est en réalité purement théorique. Il provient
d’une part du fait que nous avons appelé p la densité de matiére par unité de
surface; si p est non nul, alors la densité par unité de volume est infinie dans la
couronne, qui est plane. D’autre part (et c’est le point important) nous avons
fait ’hypothése d’une répartition continue de la matiére dans la couronne, mais
c’est le discontinu qui régne dans I'univers. Si cette couronne contient un gaz,
alors il faut prendre en compte la distance entre atomes voisins; si elle contient
des étoiles, il faut prendre en compte la distance entre étoiles voisines. Un en-
trainement ne peut pas étre total dans le monde physique.

Cette remarque peut étre le point de départ d’une réflexion plus approfondie
sur 'origine des galaxies. Mais commengons par procéder a une intégration du
calcul qui précéde en faisant intervenir une infinité de couronnes en rotation.

Comme nous allons faire varier R, nous pouvons noter :

p=p(R) ;
v=ov(R) ;
E(r, R) = p(R).c2. A(r, R).R;
c¢.P(r, R) = p(R).cv(R).B(r, R).R ;

Al ) =
B(r, R):% si R>r;
B(r, R) = % si R<r.

Premier exemple.
Dans un premier temps, nous allons supposer que p est une constante (cette

simplification n’est pas conforme a la réalité), et que v(R) = R.w, avec w = ct®
(ce qui correspond assez bien & la partie centrale de beaucoup de galaxies).
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Nous voulons calculer I’entrainement produit, en un point situé a la distance
r du centre, par un disque de rayon R,, (R,, <r).

R'm R'm 2 Rm 2
g(r) :/ E(r, R).dR :/ p.c? " _RdR= 7T.p.02./ d(r’)
R=0

R=0 -7’2 - R? R=0 r2 — R2 ;
R 2 2
™ d(r® — R?) R
2 2 2 21 Rm
5(7”) = —m.p.C ~/R:0 ﬁ = —7m.p.c”. [LOg(T — R )]R:O ;
E(r) = —m.p.c?. [Log(r2 — an) — Log(rz)] :
2
E(r) = —m.p.c’.Log <1 - R;”) .
”
Ry, R
c.P(r) =/ c¢P(r, R).AR = p.c.Rw.B(r, R).R.dR ;
R=0 R=0
R R, 3
m 2.7m.R 2.1.p.cw m™ R
_ 2 amAv L, .
cP(r) = p.cw. /R:O R N RQ).dR . /R=0 AR ;
Ry p2 2 R 2 _ .2 2
T.p.C.W ™ R*.d(R T.p.C.W m (RS —1r)+r
cP(r) = / 2 _( 2> = / ( 2 _ )2 d(R?) ;
r Jr=o ™R r  Jr=o T*-R

R 2
T.p.C.Ww r
cP(r) = — /R_O (—1+ 7,2R2> d(R?) ;

P(r) = 7T.,07.ac.w [_ /Rm d(RQ) 2 /Rm M

R=0 r=o 77— R?

)

cP(r) = % [— [RQ]gZO —r®. [Log(r® — RQ)]Rm } :

R=0
cP(r)= 777r.p7.“c.w [R2, + 12 .Log(r* — R2)) — r®.Log(r?)] ;

2

I R?
c¢.P(r)=—m.p.cw.r. { ;”' + Log (1 _ ;n):| .
r r

Notons V' la vitesse d’entrainement exercée par le disque de rayon R,,, a la
distance r du centre :

<

2 2
_eP(r)  TTpCwT {}i’;” + Log (1 _ %)}

—7.p.c2. Log (1 — Ii—%’l) ’

c E(r)

R 2
Vo orw o

ol
C C
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Comme r > R,,, nous pouvons faire tendre r vers R, par valeurs supé-

rieures. Dans ce cas, R;z" tend vers 1, 1 — R;—Z” tend vers 0, Log (1 — }izl) tend
R?n
vers —oo, ———— tend vers 0, et V tend vers r.w. L’entrainement est "total".
Log (177?)

. . R2 R2 -
Si nous faisons tendre r vers +oo, —5* tend vers 0, Log (1 — T—’;) est équi-

R2

s R2 : >

valent & —=2, le quotient — =

m
2

tend vers —1, et V tend vers 0. L’entrai-
Log (1— )

nement est nul.
Deuxiéme exemple.

Toujours avec les mémes hypothéses (p = c*¢, v = R.w, w = c¢), calculons
I’entrainement produit par une couronne limitée par les cercles de rayons R; et
Ry sur un point situé a la distance r, telle que » < Ry < R».

R R R 2

2 2 2.7 ™ d(R?)
_ _ 2 _ 2 )
E(r) = /R_Rl E(r, R).dR = o p.c*.R. 2 .dR =m.p.c ./R_Rl 2

R §(R? — 12) Ro
Er) =mpc’ /R_R1 s =T’ [Log (R —r?) ]2
Elr) = T.p.c. [Log (R% — 7"2) — Log (R% - 7'2)] )

R2—7'2
E(r) =mp.c®.Log | —— ).
(r)y=m.p.c Og(Rf—ﬂ)

Rz Rz 2.1

B2 9 RdR /RZ d(R* — r?)
= T.p.C.W.T. —_— .
p R—R, R2 _ T2 I

e P(r) = mp.ci.r. /

2 2
R=R; R —-Tr

R
cP(r) = m.p.cw.r. [Log(R2 — Tz)]RiRl ;
R2 — 12
P(r) =mn.p.cw.r.L — .
c.P(r)=m.p.cw.r 09<R%—7‘2

Calculons la vitesse V' d’entrainement exercée par cette couronne, a la dis-
tance r du centre :

R2_,2
c.P(r) w.p.c.w.r.Log (ﬁ)

g(r) m.p.c2.Log (%) ’

ol
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Troisiéme exemple.

Dans la région périphérique des galaxies la vitesse de rotation n’est plus
proportionnelle & la distance : elle a tendance & devenir constante. Nous allons
donc supposer maintenant que v = ¢'® dans une couronne limitée par les cercles
de rayons R; et Rs. Calculons I'entrainement produit par une telle couronne &
listance r du centre. Nous supposons, pour commencer, que Ry < Ry < 7.

R R R 2

2 2 2.7 ™ d(R?)
_ _ 2 _ 2 )
E(r) = /R_Rl E(r, R).dR = i peet RQ.R.dR T.p.C ./R_R1 popeol

Ro d 2 _ R2
Er) = —mp 'cz'/R n ) g [Log (2 B,
=]

E(r) = —m.p.c®. [Log (r* — B3) — Log (* — R)] ;

7.2 o RQ
E(r) = m.p.c®.Log———%.
r2 Rﬁ

f2 R 9.7,
e P(r) = / ¢P(r, R).dR = / pev—2TR_ pag.

R=R; R=R; r.(r? — R?)
2.mpcv [(F2 R2dR
c.P(r) = — ./R_R1 2

R? R2—r?)4r2 2 .
A = ( TLI%Q =—1+ 5%z, et que :

On peut remarquer que —

_r _rfr 1
2—R2 2'\r—R r+R)’

On a donc :

2.m.p.cv Rz r 1 1
. = — -14-. — || dR;
e-P(r) T /R_Rl{ t3 <T—R+T+R>:| R;

c.P(r)=2'7T'p'c'”./R2 [—dR—’".d(r_R) +2 d(HR)} ;

r R=R, 2 r—R 2" r+R
2.m.p.c.v r T R
cP(r) = — [—R — i.Log(r —R)+ §.L0g(r + R)] nep
=1

a0



R
cP(r) = 2.m.p.cv R4+ r Logr—'_R 2 .
' ro 27 r—Rlp_p,
2.m.p.cv T r+ R r r+ R
c¢P(r) = + |:—R2 + Ry + §'L09r— Rz — g-Log-; —Rj ;

2.(R1 — Rg)

" Log (7’ + RQ).(T — R[):| .

(’I' - Rg)(f + Rl)
Calculons encore la vitesse d’éntrainement V' produite par cette couronne, a
la distance r du centre (r > Ry > Ry) :

c.P(r) =m.p.cu. [

2.(R1—R3) (r+R2).(r—R1)
K C.P(T) mT.p.C.U. [% + LOQW}
C

= = 5 ;

(r) 7T.p.02.LogT2_R1

32
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2.(R1—R>) (r+R2).(r—Ry)

| A 4 Gy DR G Y
© Log i
2

Pour étudier la limite de V' quand r tend vers Rs, modifions I’écriture de

I’expression ci-dessus :

(+82) -fa)

1-"2) 48y

; 2.(R1T—R2) +Log

o<

(+ .- 1

Log i) = %)

v 2 4 Log(1 4+ £2) 4 Log(1 — £4) — Log(1 — %2) — Log(1 + )

c Log(1+ £) + Log(1 — &) — Log(1 + £2) — Log(1 — £2)

Faisons tendre r vers Ry par valeurs supérieures. Dans I'expression ci-dessus,
seul le terme — Log(1 — %) diverge; il figure au numérateur et au dénominateur
de la fraction ; les autres termes peuvent étre négligés, et la fraction tend donc
vers 1, ce qui signifie que V tend vers v : 'entrainement est total.

ol

Pour étudier la limite de V' quand r tend vers I'infini, nous allons utiliser les
~e— L

développements limités au second ordre en % Sachant que Log(1 + x) 5
pour x proche de O :

K%E r___ T r 2.r2 T 2.r2 r 2.r2
c e R B R Rl Ry R} Ry R}
T 2.r2 T 2.r2 T +2r2+ T +2.r2

On voit donc qu’au second ordre en % tous les termes du numérateur s’an-

. . . . RI—R3

nulent, tandis qu’au dénominateur il nous reste : 33
résulte que V' — 0 quand r — +o0. L’entrainement est, nul.

, qui est non nul. Il en
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Quatriéme exemple.

Nous supposons toujours que p = c*¢ et que v = ¢'¢; mais cette fois-ci on
posera : r < Ry < Rs.

RQ _ 7,2

R2

E(r) = m.p.c®.Log

Nous ne détaillons pas ce calcul, qui a déja été fait (voir le deuxiéme exemple)

Bz Bz 2.m.r
C.P(’I‘) :/R_R C.P(T, R)dR: . p.C.U.m.

f2 4R
cP(r) = 2.7r.p.c.v.r./ —-
nen R2—12
1 _ 1 1 1
On peut remarquer que z—z = 5. <R_r - R+r>'

R
2 dR dR
c¢P(r) =m.p.cu. /R_Rl <R — R—i—r) ;

R2
¢.P(r) = m.p.cv.[Log(R —r) — Log(R + 7“)] —R, = T.p.C. [LOQR n 7“] ;
R+7r]p g

(Ry—71).(R1+7)
c.P(r) = m.p.cv.Log .
(r) =mp TRy + 1) (R, —7)
Il reste & calculer la vitesse d’entrainement V :

V. cP(r) W.p.c.v.Log%

¢ &(r) m.p.c2.Log (%)
1

(Ra—71).(R1+T)
14 v LOQ(RNH)(Ri ™)

RZ—1?
R2—r2
11 est facile de voir que, pour r =0, on a :

(RQ — ’I“).(Rl + 7“) Rs.Rq
L = =Logl=0
“YRo+r)(Br—7) “Rir, " ’

d’ou : V = 0. L’entrainement est nul.

C C

Log—3

Pour étudier 'entrainement lorsqu’on fait tendre r vers Ry par valeurs infé-
rieures, écrivons :

Log (R2—r).(Ri+T)

(Ratr)-(Fa—1) LOQ(RT 1) + Log(RT +1) = Log(£2 +1) — Log(f — 1)
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Quand r tend vers Ry (par valeurs inférieures) le seul terme qui diverge est
—Log(£* — 1) il figure au numérateur et au dénominateur. Les autres termes
peuvent étre négligés, et la fraction tend vers 1. Il en résulte que V' tend vers v.
L’entrainement est total.

On est en droit de se demander quel est l'intérét de ces calculs. Ils per-
mettent d’une part de voir sur des exemples comment se calcule un entraine-
ment, d’autre part de constater l’existence d’une notion qui peut sembler inat-
tendue : I""entrainement total", qui s'impose dans tout raisonnement basé sur
une répartition continue de la matiére. Ceci vient du fait que £ et ¢.P (mais pas
leur quotient %, bien entendu) divergent quand on se rapproche de la source de
I’entrainement.

22 Matiére noire ou entrainement ?

Imaginons donc un nuage parfaitement continu de matiére en rotation : I’en-
trainement serait alors "total", ce qui signifie que chaque particule de matiére
serait gravitationnellement immobile ; la force centrifuge serait alors nulle, et ce
nuage se contracterait sous l'effet de la gravité, sans qu’aucune force ne vienne
la contrebalancer. Rappelons que, dans la section sur la vitesse circulaire, nous
avons vu que le calcul de cette vitesse circulaire revient a chercher, comme le
faisait Newton, 1’équilibre entre la force centrifuge et la force d’attraction centri-
péte. D’autre part, la force centrifuge dépend de la vitesse locale évaluée dans un
repére gravitationnellement immobile. Dans le cas d’un entrainement "total",
toute vitesse, ainsi définie, est nécessairemen nulle! La recherche d’une vitesse
circulaire assurant ’équilibre orbital n’a tout simplement aucun sens.

Ce qui précéde est purement théorique! Rapprochons-nous de la réalité. Si
le nuage (tournant toujours de maniére réguliére et homogene) est composé de
gaz, les atomes étant trés proches les uns des autres, ’entrainement, sans étre
total, sera néanmoins trés fort; ceci signifie que la vitesse orbitale de chaque
atome sera & peine supérieure a la vitesse d’entrainement, d’otu une force cen-
trifuge faible ; le nuage aura tendance & se contracter beaucoup plus vite que ne
le prévoit la théorie de Newton.

Supposons maintenant que le gaz se condense en étoiles dans ce nuage. La
distance entre deux étoiles voisines étant beaucoup plus grande que la distance
entre atomes voisins, ’entrainement va chuter de maniére spectaculaire, ce qui
va permettre de trouver un équilibre entre la force centrifuge et la force d’at-
traction. Mais la vitesse circulaire observée sera encore nettement supérieure a
ce que prévoit la théorie de Newton, qui se base sur un entrainement nul ; ceci
donnera aux observateurs distants l’illusion d’une masse attractive plus impor-
tante, et ils vont s’interroger sur la "masse manquante"...

33



Dans un milieu continu, c¢’est-a-dire dans lequel la répartition de la masse
est continue, mais aussi celle des vitesses, la vitesse effective d’un élément dm
se confond avec son entrainement. Dans un milieu discret (formé d’éléments
indépendants, éloignés les uns des autres), la vitesse effective se désolidarise de
la vitesse d’entrainement. L’entrainement n’est plus total. La distance entre les
concentrations de matiére (les étoiles par exemple) va alors jouer un role déter-
minant,.

Dans une galaxie, on peut se représenter, schématiquement, I’entrainement
subi par une étoile donnée (le Soleil par exemple) comme résultant de deux com-
posantes principales : la premiére est due au bulbe de la galaxie, o il y a une
concentration de matiére importante, mais trés éloignée, animée de vitesses qui,
globalement, tendent & s’annuler ; la seconde est due & ’environnement proche,
ou les vitesses sont ordonnées et sensiblement égales a celle de 1’étoile considérée,
d’ott une influence "additive", potentiellement beaucoup plus importante, mais
dépendant de maniére cruciale de la distance moyenne entre étoiles voisines.
Si les étoiles étaient trés serrées, I'entrainement serait régi principalement par
I’environnement proche, donc la seconde composante ’emporterait, et la vitesse
d’entrainement serait assez proche de la vitesse individuelle des étoiles. Si, au
contraire, les étoiles sont trés éloignées les unes des autres, cet entrainement
local est affaibli, et I’autre composante, associée au bulbe, prend une place plus
importante.

Au cas ou cas ou ces idées, basées sur le role de ’entrainement et de I'immo-
bilité gravitationnelle, seraient confirmées, on pourrait en tirer les conclusions
suivantes : une galaxie formée d’étoiles trés éloignées les unes des autres va se
comporter comme si elle contenait une faible proportion de matiére noire; si
elle est formée d’étoiles plus serrées, il faudra faire intervenir une plus grande
proportion de matiére noire (imaginaire) ; et cette proportion va étre encore bien
plus importante si cette galaxie contient beaucoup de gaz, ou, a la limite, s’il
s’agit d’une galaxie trop jeune pour avoir donné naissance a des étoiles.

Rappelons que 'un des grands problémes de ’astronomie moderne est ’ex-
plication de la vitesse de condensation des nuages de gaz qui sont & 'origine
des galaxies : leur formation semble avoir été beaucoup plus rapide que ne le
prévoient les calculs basés sur la gravitation de Newton ou sur la relativité gé-
nérale, de sorte que tous les modéles actuels nécessitent I'introduction dans les
calculs d’'une importante proportion de "matiére noire", dont l’existence reste
purement hypothétique, puisqu’aucune des explications proposées jusqu'’ici n’a
pu étre confirmée. Les remarques qui précédent ouvrent une piste de réflexion
permettant peut-étre d’éliminer la matiére noire des modéles théoriques. Des
simulations sur ordinateur seraient utiles pour évaluer la pertinence de cette
approche.

Selon ce modéle, c’est principalement dans les premiers dges de la formation
des galaxies, lorsqu’elles n’étaient encore que des nuages de gaz en rotation ra-
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pide, que la force centrifuge n’a pas joué (loin de 1a!) le role qui lui est assigné
par la gravitation newtonienne, et par conséquent par la relativité générale. Ces
nuages de gaz ont pu s’effondrer sur eux-mémes beaucoup plus vite que ne le
prévoient les simulations. On ne doit donc pas étre surpris que les premiéres
condensations de matiére (noyaux galactiques, "trous noirs" géants) se soient
formées beaucoup plus rapidement que ne le prévoient ces théories.
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