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1 Introduction

En étudiant la suite de Fibonacci, on remarque son lien étroit avec l'équa-
tion : x2 = x+1, dont les racines sont les deux nombres d'or Φ1 et Φ2, et avec la

matrice :

(
1 1
1 0

)
, dont les valeurs propres sont également les deux nombres

d'or. Ces remarques sont riches de conséquences.

Nous allons chercher à savoir dans quelle mesure ces propriétés se généralisent ;
pour cela, nous allons commencer par les équations du second degré, de la forme :
x2 = ax+b ; ensuite nous ferons une incursion du côté des fonctions symétriques
et des matrices de Vandermonde, avant de tenter une généralisation aux équa-
tions de degré supérieur à 2.

Par conséquent, on ne doit pas s'attendre à trouver ici un résumé des connais-
sances actuelles sur les équations algébriques, sur les méthodes de résolution
formelles (résolution par radicaux) ou numériques (méthodes dichotomique, de
fausse position, de Newton-Raphson, de Laguerre, de Ridder, de Brent, de Sturm
...), ni sur la théorie de Galois : on trouvera d'excellents sites sur ces sujets pas-
sionnants.
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2 Equations du second degré

Considérons l'équation du second degré : x2 = a1x+a2 (dans laquelle les co-
e�cients a1 et a2 sont des nombres complexes) ; on a alors (formules de Viète) :
a1 = σ1 = λ1 + λ2 et a2 = −σ2 = −λ1λ2 (où λ1 et λ2 sont les deux racines de
l'équation, réelles ou complexes, distinctes ou non).

Posons : M=

(
a1 a2

1 0

)
.

Cette matrice est appelée : "matrice compagnon" du polynôme P (x) = x2 −
a1x− a2.

D'autre part, dé�nissons la suite (un) par la relation de récurrence :

(
un+1

un

)
=M

(
un
un−1

)
,

et par les valeurs initiales : u0 = 0 et u1 = 1.

On a alors :

(
un+1

un

)
=

(
a1 a2

1 0

)(
un
un−1

)
, donc :

(1) un+1 = a1 un + a2 un−1, et :

(2)

(
un+1

un

)
= Mn

(
u1

u0

)
= Mn

(
1
0

)
.

Posons : qn =
un+1

un
;

qn+1 =
un+2

un+1
=
a1un+1 + a2un

un+1
=
a1un+1

un+1
+
a2un
un+1

= a1 +
a2
un+1

un

= a1 +
a2

qn
.

Si on réitère cette opération, on obtient :

qn+1 = a1 + a2
qn

= a1 + a2
a1+

a2
qn−1

= a1 + a2
a1+

a2

a1+
a2

qn−2

= ...

On voit apparaître un développement en fraction continue.

De plus, si (qn) converge vers une limite l, on doit avoir, d'après l'égalité
qn+1 = a1 + a2

qn
:

l = a1 + a2
l , donc l

2 = a1l+a2 ; donc l = λ1 ou λ2. Nous verrons plus loin, d'une
part, les conditions de convergence, et d'autre part, laquelle des deux racines est
la limite e�ective de la suite. (On verra que c'est la racine qui a le plus grand
module.)

Passons à la diagonalisation de la matrice M ; recherchons ses valeurs propres :∣∣∣∣ a1 − λ a2

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2−a1λ−a2 ; ce déterminant s'annule pour λ = λ1 ou λ2 ; les
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valeurs propres de la matrice M sont donc les racines de l'équation x2 = a1x+a2.

Recherchons les vecteurs propres :(
a1 a2

1 0

)(
x
y

)
= λi

(
x
y

)
(i = 1 ou 2) ; donc :

 a1x+ a2y = λix

x = λiy

Ces deux équations équivalent à : x = λiy.

Donc les vecteurs propres de M sont proportionnels à −→v1 =

(
λ1

1

)
et −→v2 =(

λ2

1

)
.

Remarquons que : M−→v1 = λ1
−→v1 =

(
λ2

1

λ1

)
et Mn−→v1 = λn1

−→v1 =

(
λn+1

1

λn1

)
;

de même : M−→v2 = λ2
−→v2 =

(
λ2

2

λ2

)
et Mn−→v2 = λn2

−→v2 =

(
λn+1

2

λn2

)
.

Pour passer de la base de vecteurs propres à la base canonique, on utilisera

la matrice

(
λ1 λ2

1 1

)
, et pour passer de la base canonique à la base de vec-

teurs propres, on utilisera la matrice inverse, qui est : 1
λ1−λ2

(
1 −λ2

−1 λ1

)
.

Nous supposerons, pour le moment : λ1 6= λ2, et même, plus précisément :
|λ1| > |λ2|.

On a donc :

(3) M = 1
λ1−λ2

(
λ1 λ2

1 1

)(
λ1 0
0 λ2

)(
1 −λ2

−1 λ1

)
, et :

(4)Mn = 1
λ1−λ2

(
λ1 λ2

1 1

)(
λn1 0
0 λn2

)(
1 −λ2

−1 λ1

)
=


λn+1
1 −λn+1

2

λ1−λ2
−λ1λ2

λn
1−λ

n
2

λ1−λ2

λn
1−λ

n
2

λ1−λ2
−λ1λ2

λn−1
1 −λn−1

2

λ1−λ2

.
Cette égalité est encore valable pour n < 0, à condition que M soit inversible,
ce qui suppose : detM = −a2 6= 0, donc λ1 6= 0 et λ2 6= 0. Il est alors possible
de dé�nir un pour n < 0, grâce à la relation de récurrence : un−1 = un+1−a1un

a2
.

Voyons les conséquences de l'égalité (4) sur la convergence de la suite (qn) :
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(
un+1

un

)
= Mn

(
u1

u0

)
=


λn+1
1 −λn+1

2

λ1−λ2
−λ1λ2

λn
1−λ

n
2

λ1−λ2

λn
1−λ

n
2

λ1−λ2
−λ1λ2

λn−1
1 −λn−1

2

λ1−λ2

( u1

u0

)
, donc :

un =
λn
1−λ

n
2

λ1−λ2
u1−λ1λ2

λn−1
1 −λn−1

2

λ1−λ2
u0 = λn1

u1−λ2u0

λ1−λ2
−λn2 u1−λ1u0

λ1−λ2
= λn1

[
u1−λ2u0

λ1−λ2
−
(
λ2

λ1

)n
u1−λ1u0

λ1−λ2

]
.

Si n → ∞, (λ2

λ1
)n → 0, donc un ∼ λn1

u1−λ2u0

λ1−λ2
, donc un+1

un
→ λ1 (à condition

que : u1 6= λ2u0).

De même :

un = λn2

[(
λ1

λ2

)n
u1−λ2u0

λ1−λ2
− u1−λ1u0

λ1−λ2

]
.

Si n → −∞, (λ1

λ2
)n → 0, donc un ∼ λn2

−u1+λ1u0

λ1−λ2
, donc un+1

un
→ λ2 (à condi-

tion que : u1 6= λ1u0).

On voit donc que la convergence est indépendante du choix des valeurs ini-

tiales u0 et u1, pourvu que le vecteur

(
u1

u0

)
ne soit pas un vecteur propre.

Par conséquent, à toute équation du second degré de la forme : x2 = a1x+ a2,
on peut associer une suite (un) telle que un+1 = a1un + a2un−1 ; le "ratio" qn
converge, dans le cas général, vers la racine de l'équation qui a le plus grand mo-
dule (si n→ +∞) ou vers celle qui a le plus petit module (si n→ −∞). Le cas
des équations ayant deux racines de même module doit être examiné séparément.

Dans le cas particulier de l'équation x2 = x + 1, les racines λ1 et λ2 sont
les nombres d'or Φ1 et Φ2, et la suite (un) est la suite de Fibonacci F(n).

Voyons maintenant quelles sont les conditions pour que λ1 soit un PV-number.
Nous avons vu que :

un = λn1
u1−λ2u0

λ1−λ2
− λn2 u1−λ1u0

λ1−λ2
.

Supposons a1 et a2 entiers. Le choix de u0 et u1 est libre ; prenons : u0 =
a1 = λ1 + λ2 et u1 = 2 ; comme a1, a2, u0 et u1 sont entiers, on peut conclure
(par une récurrence évidente : voir la dé�nition de un) que un est entier pour
tout n.

un = λn1
λ1+λ2−2λ2

λ1−λ2
− λn2 λ1+λ2−2λ1

λ1−λ2
= λn1 + λn2 .

Supposons : |λ2| < 1 et |λ1| > 1. Quand n tend vers l'in�ni, λn2 tend vers
0, donc |un − λn1 | tend vers 0. Comme un est entier, λ1 est soit un entier, soit
un PV-number. En résumé, nous avons dégagé des conditions su�santes (mais
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pas nécessaires) pour que λ1 soit un PV-number : a1 entier, a2 entier, |λ2| < 1,
|λ1| > 1.

3 Fonctions symétriques

Une fonction de plusieurs variables est symétrique si sa valeur ne change pas
quand on permute les variables.

Considérons une équation de degré n : (x−λ1)(x−λ2)(x−λ3)...(x−λn) = 0, à
n racines réelles ou complexes λ1, λ2,...,λn ; si nous développons le membre de
gauche, nous obtenons :

xn − σ1x
n−1 + σ2x

n−2 − σ3x
n−3 + σ4x

n−4 − σ5x
n−5 + ...+ (−1)nσn = 0,

où σ1, σ2,..., σn sont des polynômes homogènes et symétriques en λ1, λ2,...,λn.

Pour être plus rigoureux, on pourra les noter σi(λ1, λ2, ..., λn), ou σ
(n)
i (si on

veut seulement préciser le nombre de racines), ou encore σi(f), f étant le poly-
nôme : (X − λ1)(X − λ2)...(X − λn).

Ces polynômes σi sont appelés : fonctions symétriques élémentaires des racines.

Pour une équation de degré 2 (n=2 ; racines :λ1 et λ2), on a :

 σ0 = 1 ;
σ1 = λ1 + λ2 ;
σ2 = λ1λ2.

Pour une équation de degré 3 (n=3 ; racines :λ1, λ2 et λ3), on a :


σ0 = 1 ;
σ1 = λ1 + λ2 + λ3 ;
σ2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 ;
σ3 = λ1λ2λ3.

Pour une équation de degré 4 (n=4 ; racines :λ1, λ2, λ3 et λ4), on a :


σ0 = 1 ;
σ1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 ;
σ2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4 + λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4 ;
σ3 = λ1λ2λ3 + λ1λ2λ4 + λ1λ3λ4 + λ2λ3λ4 ;
σ4 = λ1λ2λ3λ4.
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La formule générale est : σm(λ1, λ2, ..., λn) =
∑

i1+i2+...+in=m

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , avec

i1, i2, ..., in = 0 ou 1.

σ
(n)
m est donc la somme de tous les produits distincts qu'on peut former en

prenant au plus une fois chaque racine ; c'est un polynôme formé de Cmn mo-
nômes de degré n. (Cmn = n!

m!(n−m)! )

σ
(n)
m s'annule pour m>n.

Le théorème fondamental des polynômes symétriques dit que tout polynôme
homogène et symétrique en λ1, λ2,..., peut s'écrire de manière unique sous forme
de polynôme en σ1(λ1, λ2, ...), σ2(λ1, λ2, ...), ....

On dé�nit également les fonctions symétriques complètes des racines, de la façon

suivante : τm(λ1, λ2, ..., λn) =
∑

i1+i2+...+in=m

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , avec i1, i2, ..., in ≥ 0.

τ
(n)
m est donc la somme de tous les produits distincts qu'on peut former en
prenant chaque racine autant de fois qu'on veut ; c'est un polynôme formé de

Cnm+n−1 monômes de degré n. (Cnm+n−1 = (m+n−1)!
n!(m−1)! )

Contrairement à σ
(n)
m , τ

(n)
m ne s'annule pas pour m>n.

Pour une équation de degré 2 (n=2 ; racines :λ1 et λ2), on a :


τ0 = 1 ;
τ1 = λ1 + λ2 ;
τ2 = λ2

1 + λ1λ2 + λ2
2;

τ3 = λ3
1 + λ3

2 + λ2
1λ2 + λ2

2λ1;
etc.

Pour une équation de degré 3 (n=3 ; racines :λ1, λ2 et λ3), on a :


τ0 = 1 ;
τ1 = λ1 + λ2 + λ3 ;
τ2 = λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 ;
τ3 = λ3

1 + λ3
2 + λ3

3 + λ2
1λ2 + λ2

1λ3 + λ2
2λ1 + λ2

2λ3 + λ2
3λ1 + λ2

3λ2 + λ1λ2λ3 ;
etc.

Pour une équation de degré 4 (n=4 ; racines :λ1, λ2, λ3 et λ4), on a :
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τ0 = 1 ;
τ1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 ;
τ2 = λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 + λ2
4 + λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4 + λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4 ;

etc.

On peut démontrer facilement les formules suivantes :

(5) σ
(n+1)
m = λn+1σ

(n)
m−1 + σ

(n)
m

(6) σ
(n)
m = λnσ

(n−1)
m−1 + λn−1σ

(n−2)
m−1 + λn−2σ

(n−3)
m−1 + ... + λn−iσ

(n−i+1)
m−1 + ... +

λmσ
(m−1)
m−1

(7) τ
(n+1)
m = λn+1τ

(n+1)
m−1 + τ

(n)
m

(8) τ
(n+1)
m = λmn+1 + λm−1

n+1 τ
(n)
1 + λm−2

n+1 τ
(n)
2 + λm−3

n+1 τ
(n)
3 + ...+ λn+1τ

(n)
m−1 + τ

(n)
m

(9) τ
(n)
m = λnτ

(n)
m−1 + λn−1τ

(n−1)
m−1 + λn−2τ

(n−2)
m−1 + λn−3τ

(n−3)
m−1 + ...+ λ1τ

(1)
m−1

La formule qui suit est moins évidente ; nous en donnons une démonstration.

(10) Pour tout entier m non nul :

m∑
i=0

[
(−1)iσ

(n)
i τ

(n)
m−i

]
= 0,

ou, si on préfère :
∑

i+j=m

[
(−1)iσ

(n)
i τ

(n)
j

]
= 0 (i, j ∈ N).

(On peut écrire aussi :
∑

i+j=m

[
(−1)iσi(f)τj(f)

]
= 0, f étant un polynôme

quelconque.)

Voici une démonstration élémentaire, basée sur les dénombrements. (Nous don-
nerons plus loin une autre démonstration, plus astucieuse, basée sur la convolu-
tion.)

σ
(n)
i est la somme de tous les monômes de la forme λe11 λ

e2
2 ...λ

en
n , dans lesquels

la suite des exposants (e1, e2, ..., en) comprend i fois le nombre 1 et n-i fois le

nombre 0 (donc chaque monôme est de degré total i) ; τ
(n)
m−i est la somme de

tous les monômes de la forme λ
e′1
1 λ

e′2
2 ...λ

e′n
n , dans lesquels la suite des exposants

(e′1, e
′
2, ..., e

′
n) a pour somme m-i (donc chaque monôme est de degré total m-i,

et chaque exposant e′j est compris entre 0 et m-i).

Développons σ
(n)
i τ

(n)
m−i (i et m �xés), en multipliant chaque monôme de τ

(n)
m−i

par chaque monôme de σ
(n)
i . Nous obtenons des monômes ayant tous le même
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degré : i+(m-i)=m, donc appartenant à τ
(n)
m , mais, par ce procédé :

- on n'obtient pas tous les monômes de τ
(n)
m , mais seulement ceux qui contiennent

au minimum i exposants non nuls (propriété de σ
(n)
i ) ;

- d'autres monômes, au contraire, vont apparaître plusieurs fois. Précisons :

Prenons les monômes de τ
(n)
m (les "antécédents") et multiplions-les par les mo-

nômes de σ
(n)
i , de manière à obtenir des monômes de τ

(n)
m (les "images"). Re-

marquons que, quand on multiplie un antécédent par un monôme appartenant

à σ
(n)
i , le nombre d'exposants modi�és est égal à i : ces i exposants augmentent

d'une unité, et les autres ne changent pas.

Combien chaque image a-t-elle d'antécédents ?

Pour répondre, il su�t de compter le nombre d'exposants non nuls contenus
dans ce monôme image ; soit k ce nombre (1 ≤ k ≤ n). Pour retrouver un anté-
cédent, on doit réduire d'une unité i exposants parmi les k exposants non nuls ;

il y a Cik possibilités. Donc un monôme de τ
(n)
m ayant k exposants non nuls est

représenté Cik fois dans le développement de σ
(n)
i τ

(n)
m−i.

Dans

n∑
i=0

[
(−1)iσ

(n)
i τ

(n)
m−i

]
, ce même monôme est représenté

n∑
i=0

(−1)iCik fois,

ou si on préfère

k∑
i=0

(−1)iCik (on arrête la sommation à i=k, car Cik = 0 pour

i > k ; rappelons que : 1 ≤ k ≤ n).

Or on sait que, pour k > 0 :

k∑
i=0

(−1)iCik = (1− 1)k = 0, d'après la formule bien

connue du binôme de Newton. (Pour k=0 : on obtient 1 et non 0.)

On en déduit que

n∑
i=0

[
(−1)iσ

(n)
i τ

(n)
m−i

]
= 0 : c'est la formule annoncée.

Conséquence : (−1)0σ
(n)
0 τ

(n)
m−0+

n∑
i=1

[
(−1)iσ

(n)
i τ

(n)
m−i

]
= 0, donc : τ

(n)
m =

n∑
i=1

[
(−1)i+1σ

(n)
i τ

(n)
m−i

]
.

Cas particulier : si m=0, on a :

n∑
i=0

[
(−1)iσ

(n)
i τ

(n)
m−i

]
= σ

(n)
0 τ

(n)
0 = 1 (car

tous les autres termes s'annulent).

(11) τp(λ1, λ2, ..., λn) =
∑

i1+2i2+3i3+...+nin=p

(i1 + i2 + ...+ in)!

i1!i2!i3!...in!
αi11 α

i2
2 α

i3
3 ...α

in
n

(avec : αi = (−1)iσi et i1, i2, ..., in ∈ N).

Démonstration :
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Cette formule est vraie pour p=0 ; faisons un raisonnement par récurrence :
supposons-la vraie pour tout indice inférieur à un nombre p donné, et montrons
qu'elle est vraie pour p. Nous allons partir de la formule (10).

τ
(n)
p =

n∑
j=1

[
(−1)jσ

(n)
j τ

(n)
p−j

]
=

n∑
j=1

(
αjτ

(n)
p−j

)

τ
(n)
p =

n∑
j=1

αj ∑
i1+2i2+3i3+...+nin=p−j

(i1 + i2 + ...+ in)!

i1!i2!i3!...in!
αi11 α

i2
2 α

i3
3 ...α

in
n


Dans le crochet, la multiplication par αj a pour e�et d'augmenter d'une unité
l'exposant ij ; le produit jij augmente de j unités.

τ
(n)
p =

n∑
j=1

 ∑
i1+...+j(ij+1)+...+nin=p

(i1 + i2 + ...+ in)!

i1!i2!i3!...in!
αi11 α

i2
2 ...α

(ij+1)
j ...αinn


Réécrivons cette égalité en remplaçant ij + 1 par ij (nouvelle valeur de l'ex-
posant) :

τ
(n)
p =

n∑
j=1

 ∑
i1+2i2+...+nin=p, ij≥1

(i1 + ...+ (ij − 1) + ...+ in)!

i1!...(ij − 1)!...in!
αi11 α

i2
2 α

i3
3 ...α

in
n


τ

(n)
p =

∑
i1+2i2+...+nin=p

∑
ij≥1

(i1 + ...+ (ij − 1) + ...+ in)!

i1!...(ij − 1)!...in!
αi11 α

i2
2 α

i3
3 ...α

in
n


Il reste donc à prouver que

(i1 + i2 + ...+ in)!

i1!i2!i3!...in!
=
∑
ij≥1

(i1 + ...+ (ij − 1) + ...+ in)!

i1!...(ij − 1)!...in!
,

ce qui est un pur problème de dénombrement.

Remarquons que :

(i1 + i2 + ...+ in)!

i1!i2!i3!...in!
=

(i1 + i2 + ...+ in)!

(i1 + i2 + ...+ in−1)!in!

(i1 + i2 + ...+ in−1)!

(i1 + i2 + ...+ in−2)!in−1!
...

(i1 + i2)!

i1!i2!

i1!

i1!

(i1 + i2 + ...+ in)!

i1!i2!i3!...in!
= Cini1+i2+...+in

C
in−1

i1+i2+...+in−1
C
in−2

i1+i2+...+in−2
...Ci2i1+i2

Ci1i1

C'est le nombre de n-uplets qu'on peut construire avec les éléments α1, α2,...,αn,
chaque élément αk étant représenté ik fois.

Mais si on �xe le dernier élément du n-uplet (un élément αj choisi, tel que

ij ≥ 1), il reste
(i1 + ...+ (ij − 1) + ...+ in)!

i1!i2!...(ij − 1)!...in!
façons de construire le n-uplet ;

d'où l'égalité annoncée.
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Pour étudier les propriétés des fonctions σ et τ , il est commode d'utiliser la
notion de convolution.

Si (ai)i∈N et (bj)j∈N sont deux suites appartenant à CN (suites de nombres
complexes indexées sur N), leur produit de convolution est la suite (ck)k∈N dé-

�nie par : ck =
∑
i+j=k

aibj .

Si (ai)i∈N est la suite des coe�cients d'un polynôme f et (bj)j∈N la suite des co-
e�cients d'un polynôme g, alors leur produit de convolution est la suite (ck)k∈N
des coe�cients du polynôme fg (produit des deux polynômes).

On sait que CN , muni de l'addition et de la convolution, est un anneau in-
tégre et unitaire ; la convolution est associative, commutative, distributive par
rapport à l'addition ; son élément neutre est (1,0,0,...). Les éléments inversibles
de cet anneau sont les suites dont le premier terme est non nul.

Considérons l'ensemble P des polynômes dont le monôme de plus fort degré
a pour coe�cient 1 (ce qui revient à considérer les polynômes à un coe�cient
multiplicatif non nul près : deux polynômes ayant les mêmes racines, donc les
mêmes fonctions symétriques σ et τ , sont équivalents).

A tout polynôme f de P, nous allons associer un polynôme f̃ obtenu de la fa-
çon suivante : si f(X) = Xn−σ1X

n−1+σ2X
n−2−σ3X

n−3+...+(−1)nσn, alors :

f̃(X) = 1−σ1X+σ2X
2−σ3X

3 + ...+(−1)nσnX
n. (Remarquons que f̃g = f̃ g̃)

Associons également à f la suite (ai(f))i∈N dé�nie par : ai(f) = (−1)iσi(f).

Notons que cette suite (ai(f)) n'est pas la suite des coe�cients de f, mais de f̃ .

Etendons notre dé�nition au corps des fractions de P : si r = f
g (f, g ∈

P ), (ai(r))i∈N sera le développement en série de f̃
g̃ . Nous noterons : σi(r) =

(−1)iai(r).

Considérons le polynôme f(X) = (X − λ1)(X − λ2) ; on a alors : f̃(X) =
(1− λ1X)(1− λ2X).

(ai(
1
f ))i∈N est le développement en série de 1

f̃
.

1
f̃(X)

= 1
(1−λ1X)(1−λ2X)

1
f̃(X)

= (1 + λ1X + λ2
1X

2 + λ3
1X

3 + ...)(1 + λ2X + λ2
2X

2 + λ3
3X

3 + ...)

10



1
f̃(X)

= 1 + (λ1 + λ2)X + (λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2)X2 + (λ3
1 + λ2

1λ2 + λ1λ
2
2 + λ3

2)X3 + ...

On reconnait les termes de la suite τ(f). On peut démonter (par récurrence
sur le degré) que, pour tout polynôme f de P, on a : ai(

1
f ) = τi(f), donc :

(12) σi(
1
f ) = (−1)iτi(f) et τi(

1
f ) = (−1)iσi(f).

Calculons les fonctions symétriques d'un produit fg (f, g ∈ P ) :

ak(fg) =
∑
i+j=k

ai(f)ai(g), donc :

(−1)kσk(fg) =
∑
i+j=k

(−1)iσi(f)(−1)jσi(g), soit :

(13) σk(fg) =
∑
i+j=k

σi(f)σj(g), et, en généralisant à un nombre quelconque

p de polynômes :

σk(f1f2...fp) =
∑

i1+i2+...+ip=k

σi1(f1)σi2(f2)...σip(fp) (i1, i2, ..., ip ∈ N)

De même pour τ :

τk(fg) = ak( 1
fg ) =

∑
i+j=k

ai(
1

f
)aj(

1

g
) =

∑
i+j=k

τi(f)τj(g)

(14) τk(fg) =
∑
i+j=k

τi(f)τj(g), et :

τk(f1f2...fp) =
∑

i1+i2+...+ip=k

τi1(f1)τi2(f2)...τip(fp) (i1, i2, ..., ip ∈ N)

Calculons aussi les fonctions symétriques d'un quotient :

σk( fg ) =
∑
i+j=k

σi(f)σj(
1

g
) =

∑
i+j=k

σi(f)(−1)jτj(g)

(15) σk( fg ) =
∑
i+j=k

(−1)jσi(f)τj(g), et :

σk(
f1f2...fp
g1g2...gq

) =
∑

i1+...+ip+j1+...+jq=k

(−1)j1+...+jqσi1(f1)σi2(f2)...σip(fp)τj1(g1)τj2(g2)...τjq (gq)

(i1, i2, ..., ip, j1, j2, ..., jq ∈ N)

Remarquons que σk(id) = σk( ff ) =
∑
i+j=k

(−1)jσi(f)τj(f) = δk,0 : cette somme

est égale à 0 pour tout k di�érent de 0 (formule 10) ; pour k=0, on obtient 1,
car (−1)0σ0(f)τ0(f) = 1.

De même pour τ :

11



τk( fg ) = (−1)kσk( gf ) =
∑
i+j=k

(−1)jσi(g)τj(f), ou :

(16) τk( fg ) =
∑
i+j=k

(−1)jτi(f)σj(g) (i, j ∈ N), et :

τk(
f1f2...fp
g1g2...gq

) =
∑

i1+...+ip+j1+...+jq=k

(−1)j1+...+jqτi1(f1)τi2(f2)...τip(fp)σj1(g1)σj2(g2)...σjq (gq)

(i1, i2, ..., ip, j1, j2, ..., jq ∈ N)

Nous avions annoncé une seconde démonstration de la formule (10), basée sur
la convolution ; la voici :

Dé�nissons deux fonctions f et g, à variable complexe z, de la façon suivante :

f(z) =

n∏
i=1

(1− λiz) et g(z) =

n∏
i=1

1

1− λiz
.

D'après ce qui précède :

f(z) =

∞∑
i=0

σi(−z)i =

∞∑
i=0

(−1)iσiz
i et g(z) =

∞∑
j=0

τjz
j ; ces fonctions étant in-

verses :( ∞∑
i=0

(−1)iσiz
i

) ∞∑
j=0

τjz
j

 = 1, donc, en utilisant la convolution (et en posant

i+ j = m) :

∞∑
m=0

∑
i+j=m

(−1)iσiτjz
i+j = 1, donc :

∞∑
m=0

(
m∑
i=0

(−1)iσiτm−i

)
zm = 1.

Donc tous les coe�cients de la série sont nuls, sauf le premier :

m∑
i=0

(−1)iσiτm−i = δm,0 (où δ est le symbole de Kronecker).

Remarquons que cette formule permet de calculer, par récurrence, les nombres
de la famille (τi) en utilisant la famille (σi), et réciproquement.

Voici maintenant (sans rapport avec la convolution) une formule qui va jouer
un rôle essentiel, et que nous démontrerons plus loin :

12



(17) m et n étant deux entiers strictement positifs, et les racines λ1, λ2,...,

λn étant toutes distinctes, on a l'égalité : τ
(n)
m =

n∑
i=1

λm+n−1
i∏

j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
, où

le produit est étendu à tous les entiers j di�érents de i, compris entre 1 et n.

Une autre formule qui nous sera utile est la suivante :

(18) σp(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) = σp(λ1, λ2, ..., λn)−λiσp−1(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn).

Cette formule se démontre facilement. En l'appliquant de manière répétée, on
obtient :

σp(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) = σp(λ1, λ2, ..., λn) − λi(σp−1(λ1, λ2, ..., λn) −
λi(σp−2(λ1, λ2, ..., λn)− λi(σp−3(λ1, λ2, ..., λn)− λi(...)))), soit :

σp(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) = σp(λ1, λ2, ..., λn)−λiσp−1(λ1, λ2, ..., λn)+λ2
iσp−2(λ1, λ2, ..., λn)−

λ3
iσp−3(λ1, λ2, ..., λn) + λ4

iσp−4(λ1, λ2, ..., λn)− ..., ou encore :

(19) σp(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) =

p∑
k=0

(−1)kλki σp−k(λ1, ..., λn).

Etudions maintenant les dérivées partielles de σi(λ1, λ2, λn) par rapport à λi.
Prenons comme exemple le cas n=3.

σ0 = 1
σ1 = λ1 + λ2 + ...+ λn
σ2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

σ3 = λ1λ2λ3

∂σ1

∂λ1
= 1 = σ0(λ2, λ3)

∂σ2

∂λ1
= λ2 + λ3 = σ1(λ2, λ3)

∂σ3

∂λ1
= λ2λ3 = σ2(λ2, λ3)

(De même pour les autres variables.) ∂σ1

∂σ2

∂σ3

 =

 1 1 1
σ1(λ2, λ3) σ1(λ1, λ3) σ1(λ1, λ2)
σ2(λ2, λ3) σ2(λ1, λ3) σ2(λ1, λ2)

 ∂λ1

∂λ2

∂λ3

 = T

 ∂λ1

∂λ2

∂λ3
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La matrice T =

 1 1 1
σ1(λ2, λ3) σ1(λ1, λ3) σ1(λ1, λ2)
σ2(λ2, λ3) σ2(λ1, λ3) σ2(λ1, λ2)

 a pour déterminant

un polynôme ∆ symétrique en λ1, λ2, λ3 ; son degré est 3, car c'est une somme
de produits de 3 termes appartenant respectivement à la première ligne (degré
0), à la seconde (degré 1) et à la troisième ligne (degré 2) ; et 0 + 1 + 2 = 3.

Ce déterminant ∆ s'annule pour λ1 = λ2 (dans ce cas, les 2 premières colonnes
sont identiques), pour λ1 = λ3 et pour λ2 = λ3 (raisons similaires) ; donc il est
divisible par (λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ2−λ3), donc (puisque son degré est 3) il est égal,
à un coe�cient multiplicatif non nul près, au produit (λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ2−λ3).

Il n'est pas très di�cile de trouver l'inverse de cette matrice T. On obtient :

T−1 =

 1 1 1
σ1(λ2, λ3) σ1(λ1, λ3) σ1(λ1, λ2)
σ2(λ2, λ3) σ2(λ1, λ3) σ2(λ1, λ2)

−1

=

 1 1 1
λ2 + λ3 λ1 + λ3 λ1 + λ2

λ2λ3 λ1λ3 λ1λ2

−1

T−1 =



λ2
1

(λ1−λ2)(λ1−λ3)
−λ1

(λ1−λ2)(λ1−λ3)
1

(λ1−λ2)(λ1−λ3)

λ2
2

(λ2−λ1)(λ2−λ3)
−λ2

(λ2−λ1)(λ2−λ3)
1

(λ2−λ1)(λ2−λ3)

λ2
3

(λ3−λ1)(λ3−λ2)
−λ3

(λ3−λ1)(λ3−λ2)
1

(λ3−λ1)(λ3−λ2)

.

Pour une équation de degré n, la matrice T aura pour terme général :

(20) γi,j = σi−1(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn) ;

et son inverse T−1 aura pour terme général :

(21) δi,j = (−1)j+1 λn−ji∏
k∈{1,...,n}−{i}

(λi − λk)
.

Véri�ons-le en multipliant la ième ligne de T−1 avec la j ème colonne de T :

n∑
l=1

δi,lγl,j =

n∑
l=1

(−1)l+1λ
n−l
i σl−1(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn)∏

k∈{1,...,n}−{i}

(λi − λk)
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n∑
l=1

δi,lγl,j =

n∑
l=1

(−1)l+1λn−li σl−1(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn)∏
k∈{1,...,n}−{i}

(λi − λk)

Au numérateur, on reconnaît le développement de (X − λ1)(X − λ2)...(X −
λj−1)(X−λj+1)...(X−λn), où X a été remplacé par λi. Si i = j, ce produit est
identique à celui qui se trouve au dénominateur, donc le quotient est égal à 1 ;
sinon, l'un des facteurs s'annule, donc le produit est nul.

4 Matrices et déterminants de Vandermonde

Une matrice de Vandermonde est une matrice de la forme :


1 λ1 λ2

1 ... λn−1
1

1 λ2 λ2
2 ... λn−1

2

1 ... ... ... ...
1 λn λ2

n ... λn−1
n


On sait que son déterminant (déterminant de Vandermonde) est :

(22) D(λ1, λ2, ..., λn) =
∏

1≤j<i≤n

(λi − λj) (produit de n(n−1)
2 facteurs).

Une démonstration consiste à remarquer que le déterminant s'annule si deux
lignes sont identiques, ce qui se produit pour λi = λj ; donc il est divisible par∏
1≤j<i≤n

(λi − λj). De plus, ce déterminant, considéré comme un polynôme à n

indéterminées (λ1, λ2, ..., λn), a pour degré total : (n − 1) + (n − 2) + ... + 1 =
n(n−1)

2 ; le polynôme
∏

1≤j<i≤n

(λi − λj) a précisément le même degré ; donc

D(λ1, λ2, ..., λn) est égal à
∏

1≤j<i≤n

(λi − λj), à un coe�cient multiplicatif près.

Il reste à prouver que ce coe�cient est 1.

Faisons un raisonnement par récurrence : supposons que D(λ1, λ2, ..., λp) =∏
1≤j<i≤p

(λi − λj) pour p < n (c'est vrai pour p=2) et que D(λ1, λ2, ..., λn) =

k
∏

1≤j<i≤n

(λi − λj), et montrons que k=1.

Si on développe le déterminant

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ1 λ2

1 ... λn−1
1

1 λ2 λ2
2 ... λn−1

2

1 ... ... ... ...
1 λn λ2

n ... λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ en commençant par
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λn−1
n (situé en bas à droite), on voit que son coe�cient est :∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ1 λ2

1 ... λn−2
1

1 λ2 λ2
2 ... λn−2

2

1 ... ... ... ...
1 λn−1 λ2

n−1 ... λn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = D(λ1, λ2, ..., λn−1).

D'un autre côté, si on part de l'égalité D(λ1, λ2, ..., λn) = k
∏

1≤j<i≤n

(λi−λj), on

obtient (en séparant les facteurs qui contiennent λn de ceux qui ne le contiennent
pas) :

D(λ1, λ2, ..., λn) = k
∏

1≤j<n

(λn−λj)
∏

1≤j<i<n

(λi−λj) = k
∏

1≤j<n

(λn−λj)D(λ1, λ2, ..., λn−1).

Ceci permet de voir que le coe�cient de λn−1
n est kD(λ1, λ2, ..., λn−1) ; d'où

la conclusion : k=1.

Dans la suite, nous allons rencontrer des matrices de la forme :
λn−1

1 λn−1
2 ... λn−1

n

... ... ... ...
λ2

1 λ2
2 ... λ2

n

λ1 λ2 ... λn
1 1 ... 1



Une telle matrice s'obtient, à partir d'une matrice de Vandermonde, par :

- la "transposition" de la matrice (les lignes deviennent colonnes, et récipro-
quement) ; ceci ne modi�e pas le déterminant ;

- l'inversion complète de l'ordre des lignes (cette permutation fait intervenir
n(n−1)

2 interversions de lignes consécutives ou "transpositions", donc le déter-

minant est multiplié par (−1)
n(n−1)

2 , ou (−1)[
n
2 ], où le crochet désigne la partie

entière de n
2 :

(−1)[
n
2 ] est égal à +1 si n=4p ou 4p+1, et à -1 si n=4p+2 ou 4p+3.

Démontrons maintenant la formule (17), déjà annoncée au paragraphe précé-
dent :

m et n étant deux entiers strictement positifs, et les racines λ1, λ2,..., λn étant
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toutes distinctes, on a l'égalité : τ
(n)
m =

n∑
i=1

λm+n−1
i∏

j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
, où le produit

est étendu à tous les entiers j di�érents de i, compris entre 1 et n.

- Pour n=1, l'égalité se réduit à : τ
(1)
m = λm1 , ce qui est manifestement vrai.

- Pour m=1, l'égalité à démontrer est : τ
(n)
1 =

n∑
i=1

λni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
.

Au dénominateur, remplaçons (λi−λj) par (λj−λi) chaque fois que j est supé-
rieur à i (donc n-i fois) ; ceci revient à multiplier le dénominateur par (−1)n−i.
Ensuite, multiplions-le par D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) (où λi a été exclu) ;
nous obtenons alors D(λ1, λ2, ..., λn). Faisons de même au numérateur. Il vient :

n∑
i=1

λni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
=

n∑
i=1

(−1)n−iλni D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)

D(λ1, λ2, ..., λn)

Etudions le numérateur de cette fraction :

N(λ1, λ2, ..., λn) =

n∑
i=1

(−1)n−iλni D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) ; montrons d'abord

qu'il est multiplié par (-1) quand on permute deux racines.

On voit que

n∑
i=1

λni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
est indépendant de l'ordre des racines ; si

on permute deux racines quelconques, le dénominateur D(λ1, λ2, ..., λn) change
de signe, donc il en est de même pour le numérateur N(λ1, λ2, ..., λn).

Montrons ensuite que N(λ1, λ2, ..., λn) s'annule si deux racines λk et λl (k 6= l)
sont égales. Nous pouvons supposer que k=1 et l=2, puisqu'une permutation
des racines ne peut pas modi�er la valeur absolue de N(λ1, λ2, ..., λn).

Si λ1 = λ2, tous les déterminants de Vandermonde contenant à la fois λ1 et
λ2 s'annulent, et N(λ1, λ2, ..., λn) se réduit donc à une somme de deux termes :

N(λ1, λ2, ..., λn) = (−1)n−1λn1D(λ2, λ3, ..., λn) + (−1)n−2λn2D(λ1, λ3, ..., λn) =
0.

On en déduit que N(λ1, λ2, ..., λn) est divisible par (λk − λl) (k 6= l), donc par
D(λ1, λ2, ..., λn). Notons Q(λ1, λ2, ..., λn) le polynôme quotient. Ce polynôme
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est symétrique (quand on inverse deux racines,N(λ1, λ2, ..., λn) etD(λ1, λ2, ..., λn)
changent de signe, donc leur quotient n'est pas modi�é) et homogène.

Le degré total deN(λ1, λ2, ..., λn) est n+ (n−1)(n−2)
2 = n2−n+2

2 , celui deD(λ1, λ2, ..., λn)

est n(n−1)
2 = n2−n

2 , donc le degré total de Q(λ1, λ2, ..., λn) est : n
2−n+2

2 − n2−n
2 =

1.

Le degré partiel de N(λ1, λ2, ..., λn) (par rapport à une indéterminée quel-
conque λi) est n, celui de D(λ1, λ2, ..., λn) est n-1, donc le degré partiel de
Q(λ1, λ2, ..., λn) est : n− (n− 1) = 1.

D'après le théorème fondamental des polynômes symétriques, Q(λ1, λ2, ..., λn)
peut s'exprimer comme polynôme en σi(λ1, λ2, ..., λn) ; mais le seul σi qui soit
de degré 1 en λi est σ1(λ1, λ2, ..., λn) = λ1 + λ2 + ... + λn = τ1(λ1, λ2, ..., λn).
Donc Q(λ1, λ2, ..., λn) est égal à λ1 + λ2 + ...+ λn, à un coe�cient multiplicatif
non nul près. Il reste à expliquer pourquoi ce coe�cient est 1.

Dans (−1)n−iλni D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn), le degré partiel de λi est n, et le
degré partiel des autres indéterminées est n-2.

Dans N(λ1, λ2, ..., λn), considéré comme un polynôme à une seule indétermi-
née λi, cherchons le monôme en λi ayant le plus haut degré :

c'est (−1)n−iλni D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) ; son degré est n, et son coe�-
cient est (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn).

D'autre part, dans le polynôme :

D(λ1, λ2, ..., λn) = (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)
∏

j∈{1,...,n}−{i}

(λi−λj),

le monôme de plus haut degré en λi est (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)λn−1
i :

son degré est n-1, son coe�cient est encore (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn).

En divisant selon les puissances décroissantes, on voit que le coe�cient de λi
dans Q(λ1, λ2, ..., λn) ne peut être que 1.

- pour n>1 et m>1 : faisons un raisonnement par récurrence. Nous supposons
que la formule est véri�ée pour τnm−1 et pour τn−1

m , et nous la démontrons pour
τnm.

Partons de la formule (7) : τ
(n)
m = λnτ

(n)
m−1 + τ

(n−1)
m .

τ
(n)
m = λn

n∑
i=1

λm+n−2
i∏

p

rodj∈{1,...,n}−{i}(λi − λj)
+

n−1∑
i=1

λm+n−2
i∏

j∈{1,...,n−1}−{i}

(λi − λj)
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τ
(n)
m =

n∑
i=1

λnλ
m+n−2
i∏

j∈[1,n]−{i}

(λi − λj)
+

n−1∑
i=1

λm+n−2
i (λi − λn)∏

j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)

(On peut sommer jusqu'à i=n, car le dernier terme est nul.)

τ
(n)
m =

n∑
i=1

λm+n−2
i (λn + (λi − λn))∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
=

n∑
i=1

λm+n−1
i∏

j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
.

La formule est donc véri�ée pour τnm.

Attention : cette récurrence portant sur deux indices à la fois doit être bien
comprise. Sachant que la formule est vraie pour n=1 (m quelconque) et pour
n=1 (m quelconque), on peut déduire qu'elle est vraie pour n=2 et m=2, 3, 4,
..., puis pour n=3 et m=2, 3, 4, ..., puis pour n=4 et m=2, 3, 4, ..., etc.

Inverse d'une matrice de Vandermonde

Considérons la matrice :


1 λ1 λ2

1 ... λn−1
1

1 λ2 λ2
2 ... λn−1

2

1 ... ... ... ...
1 λn λ2

n ... λn−1
n

.
Pour qu'elle soit inversible, il faut et il su�t que les λi soient tous distincts ;
c'est ce que nous supposerons dans les calculs qui suivent.

Nous voulons calculer l'inverse de cette matrice. Pour cela, il faut calculer le
cofacteur de chaque coe�cient de la matrice, remplacer chaque coe�cient par
son cofacteur, puis transposer la matrice ainsi obtenue, et la diviser par le dé-
terminant de la matrice d'origine.

Pour calculer le cofacteur d'un coe�cient donné, par exemple λj−1
i (qui est

situé sur la ième ligne et la j ème colonne), on supprime la ième ligne et la j ème

colonne, on calcule le déterminant de la matrice ainsi obtenue, et on le multiplie
par (−1)i+j .

Après avoir supprimé la ligne et la colonne de λj−1
i , nous obtenons une ma-

trice de rang n-1 ; son déterminant est un polynôme de degré n-1, qui s'annule
si λk = λl (k 6= i, l 6= i, k 6= l) (car dans ce cas, il y a deux lignes identiques). Il
est donc divisible par D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn). Si on e�ectue la division,
on obtient un polymôme symétrique et homogène Qi,j .
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Le déterminant : D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ1 λ2
1 ... λj−2

1 λj1 ... λn−1
1

1 λ2 λ2
2 ... λj−2

2 λj2 ... λn−1
2

1 ... ... ... ... ... ... ...

1 λi−1 λ2
i−1 ... λj−2

i−1 λji−1 ... λn−1
i−1

1 λi+1 λ2
i+1 ... λj−2

i+1 λji+1 ... λn−1
i+1

1 ... ... ... ... ... ... ...
1 λn λ2

n ... λj−2
n λjn ... λn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...a pour degré partiel n-1 (ou n-2, si la colonne supprimée est la dernière) ;
son degré total est la somme des exposants d'une même ligne, soit : 0 + 1 + 2 +

...+ (n− 1)− (j − 1) = n(n−1)
2 − j + 1.

Le déterminant D2 = D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) a pour degré partiel n-2
(il y a n-2 facteurs contenant λn, par exemple) ; son degré total est le nombre

total de facteurs, soit : (n−1)(n−2)
2 .

Le degré partiel et le degré total du polynôme quotient Qi,j s'obtiennent par
soustraction :

- degré partiel : (n− 1)− (n− 2) = 1 ;

- degré total : n(n−1)
2 − (j − 1)− (n−1)(n−2)

2 = n− j.

Le seul polynôme symétrique et homogène de degré partiel 1 et de degré to-
tal n-j qui convienne est σn−j(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn).

Donc Qi,j = σn−j(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn), et :

D1 = Qi,j .D2 = σn−j(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn).

Notons αi,j le terme de la matrice inverse de la matrice de Vandermonde si-
tué sur la ième ligne et la j ème colonne ; il s'obtient, à partir de Qi,j , par une
transposition (inversion des rôles de i et j), une multiplication par (−1)i+j , et
une division par le déterminant D(λ1, λ2, ..., λn).

αi,j = (−1)i+j
σn−i(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn)D(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn

D(λ1, λ2, ..., λn)
.

αi,j = (−1)i+j
σn−i(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn)

(−1)n−j
∏

k∈{1,...,n}−{j}

(λj − λk)

(23) αi,j = (−1)n−i
σn−i(λ1, λ2, ..., λj−1, λj+1, ..., λn)∏

k∈{1,...,n}−{j}

(λj − λk)
.

Par exemple, pour n=3, on obtient :
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 1 λ1 λ2
1

1 λ2 λ2
2

1 λ3 λ2
3

−1

=


(λ2λ3)

(λ1−λ2)(λ1−λ3)
(λ1λ3)

(λ2−λ1)(λ2−λ3)
(λ1λ2)

(λ3−λ1)(λ3−λ2)

−(λ2+λ3)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

−(λ1+λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

−(λ1+λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

1
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)


...et pour n=4 :

1 λ1 λ2
1 λ3

1

1 λ2 λ2
2 λ3

2

1 λ3 λ2
3 λ3

3

1 λ4 λ2
4 λ3

4


−1

=



−(λ2λ3λ4)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ1−λ4)

−(λ1λ3λ4)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)(λ2−λ4)

−(λ1λ2λ4)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)(λ3−λ4)

−(λ1λ2λ3)
(λ4−λ1)(λ4−λ2)(λ4−λ3)

(λ2λ3+λ2λ4+λ3λ4)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ1−λ4)

(λ1λ3+λ1λ4+λ3λ4)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)(λ2−λ4)

(λ1λ2+λ1λ4+λ2λ4)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)(λ3−λ4)

(λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3)
(λ4−λ1)(λ4−λ2)(λ4−λ3)

−(λ2+λ3+λ4)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ1−λ4)

−(λ1+λ3+λ4)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)(λ2−λ4)

−(λ1+λ2+λ4)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)(λ3−λ4)

−(λ1+λ2+λ3)
(λ4−λ1)(λ4−λ2)(λ4−λ3)

1
(λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ1−λ4)

1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)(λ2−λ4)

1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)(λ3−λ4)

1
(λ4−λ1)(λ4−λ2)(λ4−λ3)



Considérons maintenant la matrice


λn−1

1 λn−1
2 ... λn−1

n

... ... ... ...
λ2

1 λ2
2 ... λ2

n

λ1 λ2 ... λn
1 1 ... 1

, obtenue à

partir d'une matrice de Vandermonde par une transposition, suivie d'une inver-
sion de l'ordre des lignes (ou par une inversion de l'ordre des colonnes, suivie
d'une transposition) ; son inverse s'obtient, à partir de l'inverse de la matrice de
Vandermonde, par une inversion de l'ordre des lignes, suivie d'une transposition
(ou par une transposition, suivie d'une inversion de l'ordre des colonnes). Soit
βi,j le coe�cient situé sur la ième ligne et la j ème colonne ; on a :

(24) βi,j = αn−j+1,i = (−1)j−1σj−1(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)∏
k∈{1,...,n}−{i}

(λi − λk)
.

Par exemple, pour n=3, on obtient :

21



 λ2
1 λ2

2 λ2
3

λ1 λ2 λ3

1 1 1

−1

=


1

(λ1−λ2)(λ1−λ3)
−(λ2+λ3)

(λ1−λ2)(λ1−λ3)
(λ2λ3)

(λ1−λ2)(λ1−λ3)

1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

−(λ1+λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

(λ1λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

−(λ1+λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

(λ1λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

.

5 Equations algébriques de degré quelconque

Considérons l'équation de degré n suivante :

xn = a1x
n−1 + a2x

n−2 + ...+ an−1x+ an

(dans laquelle les coe�cients ai sont des nombres complexes) ; on a alors (for-
mules de Viète) : ai = (−1)i+1σi(λ1, ..., λn) (où λ1,..., λn sont les racines de
l'équation, réelles ou complexes, distinctes ou non).

Posons : M=


a1 a2 a3 ... an−1 an
1 0 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 0

 =


σ1 −σ2 σ3 ... (−1)n−1σn
1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0

.
M est la "matrice compagnon" du polynôme P (x) = xn − a1x

n−1 − a2x
n−2 −

...− an−1x− an.

On peut véri�er facilement que le déterminant de cette matrice est égal à
(−1)n−1an, donc : det M = σn = λ1λ2...λn.

La matrice M est inversible si toutes les racines sont non nulles. Dans ce cas, on
a :

M−1 = 1
an


0 an 0 ... 0 0
0 0 an ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... an 0
0 0 0 ... 0 an
1 −a1 −a2 ... −an−2 −an−1



M−1 =


0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 0
0 0 0 ... 0 1
1
σn

− σ1

σn

σ2

σn
... (−1)n−2 σn−2

σn
(−1)n−1 σn−1

σn

.
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On peut remarquer que
σi(λ1, ..., λn)

σn(λ1, ..., λn)
=
σi(λ1, ..., λn)

λ1λ2λ3...λn
= σn−i

(
1

λ1
,

1

λ2
,

1

λ3
, ...,

1

λn

)
.

D'autre part, dé�nissons la suite (ui) par la relation de récurrence :
ui
ui−1

ui−2

...
ui−n+1

 = M


ui−1

ui−2

ui−3

...
ui−n

, et par les valeurs initiales :
u0 = 1, et ui = 0 pour i < 0 (valeurs arbitraires, qui peuvent être éventuelle-
ment modi�ées).

On a donc :

(25)


up
up−1

up−2

...
up−n+1

 = Mp


u0

u−1

u−2

...
u−n+1

 = Mp


1
0
0
...
0


Nous allons diagonaliser la matrice M ; pour cela, cherchons ses valeurs propres ;
ce sont les racines de l'équation :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − λ a2 a3 ... an−1 an
1 −λ 0 ... 0 0
0 1 −λ ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ;

Montrons, par récurrence, que ∆ = (−1)n[λn − (a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + a3λ
n−3 +

... + an)] (formule vraie pour n=1) ; développons le déterminant à partir de la
dernière colonne, et supposons la formule vraie pour tout déterminant du même
type, de degré inférieur à n :

∆ = −λ(−1)n−1[λn−1 − (a1λ
n−2 + a2λ

n−3 + a3λ
n−4 + ...+ an)] + (−1)n−1an ;

ce qui équivaut bien à la formule annoncée.

Notre équation devient donc :

(−1)n[λn − (a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + a3λ
n−3 + ...+ an)] = 0 ;

ses solutions sont λ1,...,λn ; ce sont les valeurs propres de M. Nous suppose-
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rons, pour le moment, qu'elles sont toutes distinctes. Dans ce cas, les vecteurs
propres constituent une base.

Notons x0, x1, ..., xn−1 les coordonnées d'un vecteur propre associé, par exemple,
à la valeur propre λ1. On doit avoir :

a1 a2 a3 ... an−1 an
1 0 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 0




xn−1

xn−2

xn−3

xn−4

...
x0

 = λ1


xn−1

xn−2

xn−3

xn−4

...
x0

 ;

En commençant par la dernière ligne, nous déduisons :

x1 = λ1x0 ;
x2 = λ1x1 = λ2

1x0 ;
x3 = λ1x2 = λ3

1x0 ;
...
xn−1 = λ1xn−2 = λn−1

1 x0

La première ligne ne fait que con�rmer :

a1xn−1 +a2xn−2 + ...+anx0 = (a1λ
n−1
1 +a2λ

n−2
1 + ...+an)x0 = λn1x0 = λ1xn−1.

Donc les vecteurs propres associés à λ1 sont proportionnels à −→u1 =



λn−1
1

λn−2
1

...
λ3

1

λ2
1

λ1

1


.

Avant de continuer, faisons quelques remarques :

- le polynôme P (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − ... − an−1x − an est le poly-
nôme caractéristique de M ;

- d'après le théorème de Cayley-Hamilton, on a l'égalité matricielle : P (M) =
Mn−a1M

n−1−a2M
n−2−...−an−1M−anIn = 0n, où In est la matrice identité

d'ordre n, et 0n la matrice nulle d'ordre n ;

- dans le cas présent, cette égalité est facile à comprendre : calculons par exemple
P (M)(−→u1), image d'un vecteur propre par P (M) :
sachant que M(−→u1) = λ1

−→u1, M
2(−→u1) = λ2

1
−→u1, M

3(−→u1) = λ3
1
−→u1, etc., nous pou-

vons écrire :
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P (M)(−→u1) = Mn(−→u1)− a1M
n−1(−→u1)− a2M

n−2(−→u1)− ...− an−1M(−→u1)− an−→u1

= λn1
−→u1 − a1λ

n−1
1
−→u1 − a2λ

n−2
1
−→u1 − ...− an−1λ

n−1
1
−→u1 − an−→u1

= (λn1 − (a1λ
n−1
1 + a2λ

n−2
1 + a3λ

n−3
1 + ...+ an))−→u1 = 0−→u1 =

−→
0 .

De même, les images de tous les autres vecteurs propres par P (M) s'annulent ;
si les vecteurs propres constituent une base, alors on peut en déduire que
P (M) = 0n.

Pour passer de la base de vecteurs propres à la base canonique, on utilise la
matrice :

λn−1
1 λn−1

2 ... λn−1
n−1 λn−1

n

λn−2
1 λn−2

2 ... λn−2
n−1 λn−2

n

... ... ... ... ...
λ2

1 λ2
2 ... λ2

n−1 λ2
n

λ1 λ2 ... λn−1 λn
1 1 ... 1 1

.

Si les racines λi sont toutes distinctes, comme nous l'avons supposé, cette ma-
trice est inversible, et son inverse se calcule selon la technique vue à la �n du
paragraphe précédent (formule 24).

Par exemple, pour n = 3, on obtient l'égalité :

M =

 λ2
1 λ2

2 λ2
3

λ1 λ2 λ3

1 1 1

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3




1
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

−(λ2+λ3)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

(λ2λ3)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

−(λ1+λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

(λ1λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

−(λ1+λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

(λ1λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

,
ce qui entraîne :

Mp =

 λ2
1 λ2

2 λ2
3

λ1 λ2 λ3

1 1 1

 λp1 0 0
0 λp2 0
0 0 λp3




1
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

−(λ2+λ3)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

(λ2λ3)
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

−(λ1+λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

(λ1λ3)
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

−(λ1+λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

(λ1λ2)
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

.
Ce produit est facile à développer. Pour une équation de degré n, la matrice
Mp a pour terme général :

(26) γi,j(p) = (−1)j−1

n∑
k=1

λp+n−ik σj−1(λ1, λ2, ..., λk−1, λk+1, ..., λn)∏
l∈{1,...,n}−{k}

(λk − λl)
.

Pour les termes de la première colonne (j=1), la formule se simpli�e :
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γi,1(p) =

n∑
k=1

λp+n−ik∏
l∈{1,...,n}−{k}

(λk − λl)
= τp+1−i(λ1, λ2, ..., λn).

Signalons au passage une conséquence intéressante : si on pose : u0 = 1 et
ui = 0 pour i < 0, alors on a up = τp pour tout p ≥ 0.

Dans la formule (26), remplaçons σj−1(λ1, λ2, ..., λk−1, λk+1, ..., λn) par sa va-

leur, tirée de (19), que nous écrivons sous la forme :

j∑
q=1

(−1)q−1λq−1
k σj−q(λ1, ..., λn) ;

nous obtenons :

γi,j(p) = (−1)j−1

n∑
k=1

 λp+n−ik∏
l∈{1,...,n}−{k}

(λk − λl)

j∑
q=1

(−1)q−1λq−1
k σj−q(λ1, ..., λn)



γi,j(p) =

j∑
q=1

(−1)j−qσj−q(λ1, ..., λn)

n∑
k=1

λp+n+q−i−1
k∏

l∈{1,...,n}−{k}

(λk − λl)


Nous remarquons que la seconde somme est égale à τp+q−i(λ1, ..., λn), d'après
la formule (17). D'où :

(27) γi,j(p) =

j∑
q=1

[
(−1)j−qσ

(n)
j−qτ

(n)
p+q−i

]
.

Pour la première colonne (j=1), on retrouve facilement la simpli�cation signalée
précédemment.

Pour n=3, par exemple, la formule (27) donne :

Mp =


τ

(3)
p −σ(3)

2 τ
(3)
p−1 + σ

(3)
3 τ

(3)
p−2 σ

(3)
3 τ

(3)
p−1

τ
(3)
p−1 −σ(3)

2 τ
(3)
p−2 + σ

(3)
3 τ

(3)
p−3 σ

(3)
3 τ

(3)
p−2

τ
(3)
p−2 −σ(3)

2 τ
(3)
p−3 + σ

(3)
3 τ

(3)
p−4 σ

(3)
3 τ

(3)
p−3


Pour n=4, on obtient :
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Mp =



τ
(4)
p −σ(4)

2 τ
(4)
p−1 + σ

(4)
3 τ

(4)
p−2 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−3 σ

(4)
3 τ

(4)
p−1 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−2 −σ(4)

4 τ
(4)
p−1

τ
(4)
p−1 −σ(4)

2 τ
(4)
p−2 + σ

(4)
3 τ

(4)
p−3 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−4 σ

(4)
3 τ

(4)
p−2 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−3 −σ(4)

4 τ
(4)
p−2

τ
(4)
p−2 −σ(4)

2 τ
(4)
p−3 + σ

(4)
3 τ

(4)
p−4 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−5 σ

(4)
3 τ

(4)
p−3 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−4 −σ(4)

4 τ
(4)
p−3

τ
(4)
p−3 −σ(4)

2 τ
(4)
p−4 + σ

(4)
3 τ

(4)
p−5 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−6 σ

(4)
3 τ

(4)
p−4 − σ

(4)
4 τ

(4)
p−5 −σ(4)

4 τ
(4)
p−4


Nous aurions pu démontrer la formule (27) plus simplement, par récurrence : elle
est évidente pour p=1 ; ensuite, on la suppose vraie pour une valeur quelconque
de p, et on développe le produit M.Mp. En utilisant de manière répétée la

conséquence de la formule (10)

(
c'est-à-dire : τ

(n)
m =

n∑
i=1

[
(−1)i+1σ

(n)
i τ

(n)
m−i

])
,

on montre qu'elle est vraie pour p+ 1.

Ceci prouve que la formule (27), contrairement à la formule (26), reste valable
lorsque l'équation a des racines multiples.

Mais la formule (26) permet d'étudier facilement le comportement deMp quand
p tend vers l'in�ni ; de plus, si la matrice M est inversible (donc si les racines
λi sont toutes non nulles), elle est valable pour tout p ∈ Z, alors que la formule
(27) suppose p > 0.

Supposons que l'une des racines (λs) ait un module strictement supérieur aux

autres ; il en résulte que
(
λk

λs

)p
tend vers 1 (pour k = s) ou vers 0 (pour k 6= s)

quand p tend vers l'in�ni ; donc la matrice
(

1
λs
M
)p

converge :

lim
p→+∞

γi,j(p)

λps
= (−1)j−1λ

n−i
s σj−1(λ1, λ2, ..., λs−1, λs+1, ..., λn)∏

l∈{1,...,n}−{s}

(λs − λl)
.

On remarque, en particulier, que :

lim
p→+∞

γi,j(p)

γi+1,j(p)
= λs ;

lim
p→+∞

γi,j(p)

γi,1(p)
= (−1)j−1σj−1(λ1, λ2, ..., λs−1, λs+1, ..., λn).

Si la matrice M est inversible, on peut faire tendre n vers −∞. Supposons que
l'une des racines (λt) ait un module strictement inférieur aux autres ; on a alors :
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lim
p→−∞

γi,j(p)

λpt
= (−1)j−1λ

n−i
t σj−1(λ1, λ2, ..., λt−1, λt+1, ..., λn)∏

l∈{1,...,n}−{t}

(λs − λl)
.

lim
p→−∞

γi,j(p)

γi+1,j(p)
= λt ;

lim
p→−∞

γi,j(p)

γi,1(p)
= (−1)j−1σj−1(λ1, λ2, ..., λt−1, λt+1, ..., λn).

L'étude deMp quand p tend vers±∞ permet donc de calculer des valeurs appro-
chées de λs (racine ayant le plus grand module) ou de λt (racine ayant le plus pe-
tit module), et de σj−1(λ1, λ2, ..., λs−1, λs+1, ..., λn) ou σj−1(λ1, λ2, ..., λt−1, λt+1, ..., λn).

On va pouvoir utiliser la famille (σj−1(λ1, λ2, ..., λs−1, λs+1, ..., λn))1≤j≤n ou
(σj−1(λ1, λ2, ..., λt−1, λt+1, ..., λn))1≤j≤n pour former une nouvelle matrice, d'ordre
n-1, qui va permettre de calculer la racine suivante, et ainsi de suite (à condition
que toutes les racines aient des modules distincts).

Revenons à la formule (25). Le premier terme de Mp (en haut à gauche) est :
γ1,1 = τp(λ1, ..., λn), donc : up = τp(λ1, ..., λn).

Ceci nous permet de calculer le "ratio" qn :

qn =
up+1

up
=

τp+1(λ1,...,λn)
τp(λ1,...,λn) =

n∑
i=1

λp+ni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)

n∑
i=1

λp+n−1
i∏

j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)

=

n∑
i=1

λp+ni

n∑
i=1

λp+n−1
i

(d'après

la formule 17).

qn =

λp+ns

n∑
i=1

(
λi
λs

)p+n

λp+n−1
s

n∑
i=1

(
λi
λs

)p+n−1

Quand p tend vers l'in�ni, ( λi

λs
)p+n et ( λi

λs
)p+n−1 tendent vers 1 pour i = s,

et vers 0 pour i 6= s ; on en déduit que qn tend vers λs quand p tend vers +∞.
On peut montrer de manière analogue que qn tend vers λt quand p tend vers
−∞ (si M est inversible).

Jusqu'ici, nous avons supposé que les racines (λi) avaient des modules tous
distincts ; imaginons maintenant que la racine ayant le plus grand module soit
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double : λs = λs′ . Dans ce cas, ( λi

λs
)p+n et ( λi

λs
)p+n−1 tendent vers 1 pour i = s

et pour i = s′, et vers 0 sinon ; on en déduit que qn tend encore vers λs. Il en est
de même lorsque la racine de plus grand module est multiple, d'ordre quelconque.

Mais s'il y a plusieurs racines de plus grand module non égales (par exemple :
λs = ρeiθ1 et λs′ = ρeiθ2 , avec θ1 6= θ2 modulo π), alors la suite qn diverge.

Cherchons maintenant une condition pour que l'une des solutions de l'équa-
tion soit un PV-number.

Introduisons ici une nouvelle famille de fonctions symétriques des racines : il
s'agit de la famille (sp), dé�nie par :

sp(λ1, ..., λn) = λp1 + ...+ λpn =

n∑
i=1

λpi .

Ces fonctions sp s'expriment comme polynômes en σi à coe�cients entiers ; les
formules de Newton-Girard (voir paragraphe suivant) le montrent clairement.
On pourrait d'ailleurs démontrer, très généralement, que, si un polynôme en
λi est symétrique et à coe�cients entiers, alors il s'exprime comme polynôme
en σi à coe�cients entiers (il su�t de reprendre la démonstration du théorème
fondamental des fonctions symétriques, et de véri�er qu'à chaque étape de la
transformation, les coe�cients restent entiers).

Supposons qu'une équation de la forme Xn = a1X
n−1+a2X

n−2+...+an ait des
coe�cients (ai) tous entiers ; il en résulte que σi(λ1, ..., λn) et si(λ1, ..., λn) sont
des entiers, quel que soit i. Supposons de plus qu'une racine λs ait un module
supérieur à 1, et que toutes les autres aient un module inférieur à 1. Dans ce
cas, sp = λp1 + ...+λpn est équivalent à λps quand p tend vers l'in�ni (car tous les
autres termes tendent vers 0) ; donc λs est soit un entier, soit un PV-number.

6 Formules de Newton-Girard et de Brioschi

Nous aurions pu aborder ce formules dans le paragraphe II (fonctions sy-
métriques) ; mais comme elles ont un rôle marginal dans notre travail, nous les
traitons seulement en appendice.

Elles font intervenir la famille de fonctions symétriques des racines (sp) :

sp(λ1, ..., λn) = λp1 + ...+ λpn =

n∑
i=1

λpi .
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Posons : −→vi =


λn−1
i

λn−2
i

...
λi
1

.
C'est un vecteur propre de la matrice M, et il véri�e :

M.−→vi = λi−→vi =


λni
λn−1
i

...
λ2
i

λi

, et : Mp.−→vi = λpi
−→vi =


λn−1+p
i

λn−2+p
i

...

λ1+p
i

λpi

.
Considérons maintenant le vecteur −→w = −→vi + ... + −→vn (qui n'est pas un vec-
teur propre, mais la somme de tous les vecteurs propres). On a :

−→w =


sn−1

sn−2

...
s1

s0

, et :

Mp.−→w = Mp.−→vi + ...+Mp.−→vn =


λn−1+p

1 + ...+ λn−1+p
n

λn−2+p
1 + ...+ λn−2+p

n

...

λ1+p
1 + ...+ λ1+p

n

λpi + ...+ λpi

 =


sn−1+p

sn−2+p

...
s1+p

sp

 ;

d'où on tire :
sn−1+p

sn−2+p

...
s1+p

sp

 = Mp.


sn−1

sn−2

...
s1

s0

.
En remplaçant Mp par sa valeur donnée par la formule (26) ou (27), on voit
qu'il est possible de calculer tous les termes de la suite (si) en fonction des n
premiers, à condition d'avoir calculé au préalable les puissances de M.

On peut aussi se contenter d'établir une formule de récurrence, en écrivant,
par exemple (pour p ≥ n) :


sp
sp−1

...
sp+2−n
sp+1−n

 = M.


sp−1

sp−2

...
sp+1−n
sp−n

 =


σ1 −σ2 σ3 ... (−1)n−1σn
1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0




sp−1

sp−2

...
sp+1−n
sp−n

.
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Par conséquent :

sp = σ1sp−1 − σ2sp−2 + σ3sp−3 − σ4sp−4 + ...+ (−1)n−1σnsp−n

(28) sp(λ1, ..., λn) =

n∑
i=1

(−1)i−1σi(λ1, ..., λn)sp−i(λ1, ..., λn) (p ≥ n).

Une autre méthode très simple pour démontrer cette formule consiste à partir
de l'équation : xn = σ1x

n−1 − σ2x
n−2 + σ3x

n−3 − ...+ (−1)n−1σn ; en rempla-
çant successivement x par chacune des racines (λ1, ..., λn), on obtient n égalités,
qu'on ajoute membre à membre. Puis on multiplie les deux membres par xp−n.

Le problème est que cette formule n'est valable que pour p ≥ n ; pour pou-
voir l'utiliser, il faut calculer d'abord s0, s1,..., sp−1. Pour cela, on utilise une
formule légèrement di�érente (mais plus di�cile à démontrer) :

(29) sp =

p−1∑
i=1

(−1)i−1σisp−i + (−1)p−1pσp.

On part de : s0 = n, s1 = σ1 ; ensuite, on peut calculer successivement :
s2 = s1σ1 − 2σ2, s3 = s2σ1 − s1σ2 + 3σ3, etc.

Contrairement à la formule 28, la formule 29 (formule de Newton-Girard) est
valable pour tout entier p supérieur ou égal à 2. (Pour p > n, on a : σp = 0,
donc le dernier terme disparaît.)

Pour ceux que cela intéresse, nous en donnons ci-dessous une démonstration
connue, plus analytique qu'algébrique :

L'idée est de partir des fonctions à variable complexe f(z) = Log

n∏
i=1

1

1− λiz
et

g(z) =

n∑
i=1

Log
1

1− λiz
; ces deux fonctions sont évidemment égales (propriété

du logarithme), mais on va les développer en séries de deux manières di�érentes,
puis les dériver, et écrire que les dérivées sont égales.

f(z) = −Log
n∏
i=1

(1− λiz) = −Log h(z), avec :

h(z) =

n∏
i=1

(1− λiz) =

+∞∑
j=0

(−1)jσjz
j ;

h′(z) =

+∞∑
j=1

(−1)jσjjz
j−1 ;
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f ′(z) = −h
′(z)
h(z) =

+∞∑
j=1

(−1)j−1σjjz
j−1

+∞∑
j=0

(−1)jσjz
j

.

Pour développer g(z), on utilise le développement bien connu : Log 1
1−u =

u+ u2

2 + u3

3 + ... :

g(z) =

n∑
i=1

+∞∑
j=1

λjiz
j

j

 =

+∞∑
j=1

(
zj

j

n∑
i=1

λji

)
=

+∞∑
j=1

zjsj
j

;

g′(z) =

+∞∑
j=1

sjz
j−1.

f ′(z) = g′(z), donc :

+∞∑
p=1

(−1)p−1pσpz
p−1 =

+∞∑
j=1

sjz
j−1

(+∞∑
i=0

(−1)iσiz
i

)
.

Le produit des deux sommes, dans le second membre, se développe selon le
principe de la convolution ; on pose : i+j=p ; on obtient :

+∞∑
p=1

(−1)p−1pσpz
p−1 =

+∞∑
p=1

∑
i+j=p,j≥1

sjσi(−1)izp−1 =

+∞∑
p=1

(
p−1∑
i=0

(−1)isp−iσi

)
zp−1

Quel que soit p ≥ 1, les coe�cients de zp−1 doivent être égaux :

(−1)p−1pσp =

p−1∑
i=0

(−1)isp−iσi = sp +

p−1∑
i=1

(−1)isp−iσi, autrement dit :

sp =

p−1∑
i=1

(−1)i−1σisp−i + (−1)p−1pσp.

La formule de Brioschi est voisine de celle de Newton-Girard, mais elle fait
intervenir τi à la place de σi :

(30) sp = pτp −
p−1∑
i=1

τisp−i.

Pour la démontrer, reprenons les mêmes fonctions f et g que ci-dessus, mais
développons f(z) en utilisant la famille (τi) au lieu de (σi) :
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f(z) = Log

n∏
i=1

1

1− λiz
= Log

∞∑
i=0

τiz
i ;

f ′(z) =

( ∞∑
i=0

τiz
i

)′
∞∑
i=0

τiz
i

=

∞∑
p=1

τppz
p−1

∞∑
i=0

τiz
i

;

on a toujours : g′(z) =

∞∑
j=1

sjz
j−1 et f ′(z) = g′(z), donc :

∞∑
p=1

pτpz
p−1 =

( ∞∑
i=0

τiz
i

) ∞∑
j=1

sjz
j−1

,
donc (en utilisant la convolution, et en posant : i+j=p) :

∞∑
p=1

pτpz
p−1 =

∞∑
p=1

(
p−1∑
i=0

τisp−i

)
zp−1.

On écrit que les coe�cients des deux séries sont égaux, pour tout p :

pτp =

p−1∑
i=0

τisp−i, ce qui conduit bien à la formule annoncée.
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