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1 Introduction

En étudiant la suite de Fibonacci, on remarque son lien étroit avec 1’équa-
2

tion : z = £+ 1, dont les racines sont les deux nombres d’or ®; et ®o, et avec la
. 11 ,
matrice : ( 10 ), dont les valeurs propres sont également les deux nombres

d’or. Ces remarques sont riches de conséquences.

Nous allons chercher & savoir dans quelle mesure ces propriétés se généralisent ;
pour cela, nous allons commencer par les équations du second degré, de la forme :
22 = ax+b; ensuite nous ferons une incursion du coté des fonctions symétriques
et des matrices de Vandermonde, avant de tenter une généralisation aux équa-

tions de degré supérieur & 2.

Par conséquent, on ne doit pas s’attendre a trouver ici un résumé des connais-
sances actuelles sur les équations algébriques, sur les méthodes de résolution
formelles (résolution par radicaux) ou numeériques (méthodes dichotomique, de
fausse position, de Newton-Raphson, de Laguerre, de Ridder, de Brent, de Sturm
...), ni sur la théorie de Galois : on trouvera d’excellents sites sur ces sujets pas-
sionnants.



2 Equations du second degré

Considérons ’équation du second degré : 2% = a2+ as (dans laquelle les co-
efficients a; et as sont des nombres complexes) ; on a alors (formules de Viéte) :
ay =01 = A1+ e et ag = —02 = —A1 A2 (OU A1 et As sont les deux racines de
l’équation, réelles ou complexes, distinctes ou non).

. o a; a2
Posons.M_< 1 0 >

Cette matrice est appelée : "matrice compagnon" du polynéme P(z) = z® —

a1r — as.

D’autre part, définissons la suite (u,,) par la relation de récurrence : ( UZ'H ) M( uu" > ,
n n—1

et par les valeurs initiales : ug =0 et u; = 1.

Onaalors: | ‘1 )= % @ tn , donc :
U, 1 0 Up—1

(1) Upy1 = a1 up + a2 Up—1, €t :

() (2) 0 (3)

Un+1
Posons : ¢, = + ;
Un
Up+2  01Upt1 + A2UR  G1UR41 | A2Un az az
anrl: = = + :al—f—m:al—f——_
Un+1 Un+1 Unp+1 Un+1 4557 dn

Si on réitére cette opération, on obtient :

_ az _ az _ as _
Int1 =01+ *=a1+ P ar+ o7 Ty
n—1 atgt

On voit apparaitre un développement en fraction continue.

De plus, si (g,) converge vers une limite 1, on doit avoir, d’aprés ’égalité
Gn1 =01+ 3% ¢

| =ay+ %, donc 12 = a1l +as; donc I = \; ou Aa. Nous verrons plus loin, d’une
part, les conditions de convergence, et d’autre part, laquelle des deux racines est
la limite effective de la suite. (On verra que c’est la racine qui a le plus grand
module.)

Passons a la diagonalisation de la matrice M ; recherchons ses valeurs propres :

a14*A ag

1 -A

‘ = A2 —a;A—as ; ce déterminant s’annule pour A = \; ou Ao ; les



2

valeurs propres de la matrice M sont donc les racines de I’équation x* = a1z +as.

Recherchons les vecteurs propres :

<af %2>(§>=Ai<;>(i:10u2);donc:

a1x + asy = \x

z =AYy

Ces deux équations équivalent & : x = \;y.

. . A
Donc les vecteurs propres de M sont proportionnels & o = < ! ) et U3 =

() |

2 n+1
Remarquons que : Mu{ = \of = ( il > et M"of = \pof = ( /\/1\" ) :
1 1

)\2 )\nJrl
deméme:M@:/\Q?:< )\2 >etMn@:)‘g@:( in >
2 2

Pour passer de la base de vecteurs propres a la base canonique, on utilisera

. A1 A . .
la matrice ( 11 12 ), et pour passer de la base canonique & la base de vec-
.1 . . . 1 ]. _AQ
teurs propres, on utilisera la matrice inverse, qui est : o 1 .
- 1

Nous supposerons, pour le moment : A\ # Ao, et méme, plus précisément :
|Ax] > [Azl.

On a donc :
A1 A A 0 1 =X
_ 1 1 2 1 2 .
@u=sts (P )T ) (L W) e
)\"+1_A"+1 A\
21 2 _A )\ 1 2
(4) M" = i )\1 )\2 >\711 0 1 —)\2 _ A1—Az IA23 =X,
e 0 A3 -1 N . N
v e DS e Vi

Cette égalité est encore valable pour n < 0, & condition que M soit inversible,
ce qui suppose : detM = —ag # 0, donc A; # 0 et Ao # 0. Il est alors possible
de définir u,, pour n < 0, grace a la relation de récurrence : u,_1 = W

Voyons les conséquences de 1’égalité (4) sur la convergence de la suite (¢y) :



n+1 n+1
’\1 _)‘2 _/\ /\ A2
- 1
Un41 uy A=he —A2 Uy
u =M" v = Y ,donc:
0 n_yn —1_yn-1 0
" AT A5 A )‘? 7)‘3
X —A2 IA27XTN
AT =2} -yt A A A Ao )" ur—A
_ 2 — n Ul —A2UQ nuis—A1Uo __ n Ul —A2U9 __ A2 U1 —A1Ug
Un = 3= “Mdp U0 = AT AT = A { XXz (,\1> XX }

Sin — oo, (ﬁ—f)” — 0, donc u, ~ ?“j\%)‘fo donc “2+L — X\ (& condition
"

que : uj; # Agup).

De méme :
)\n A " U1 —=Aaup __ UI—A1Uo
- )\2 A1—A2 A1—A2
: A1 \n n —u1+Aiug Un41 N :
Sin — —0Q, (E) — 0, donc Uy ~ A T/\; donc T — AQ (a condi-

tion que : u; # Ajug).

On voit donc que la convergence est indépendante du choix des valeurs ini-

. Ul .
tiales ug et w1, pourvu que le vecteur u > ne soit pas un vecteur propre.
0

Par conséquent, & toute équation du second degré de la forme : 22 = a1z + aq,
on peut associer une suite (u,) telle que u,11 = a1uy + agu,—1 ; le "ratio" g,
converge, dans le cas général, vers la racine de I’équation qui a le plus grand mo-
dule (si n — +00) ou vers celle qui a le plus petit module (si n — —o0). Le cas
des équations ayant deux racines de méme module doit étre examiné séparément.
Dans le cas particulier de ’équation 22 = z + 1, les racines A\; et Ay sont
les nombres d’or ®; et o, et la suite (u,) est la suite de Fibonacci F(n).

Voyons maintenant quelles sont les conditions pour que A; soit un PV-number.
Nous avons vu que :

__ \nuU1—A2Ug _ \nUI—A1Ug
n_)\l Al—kz )\2 Al—kz :

Supposons a; et as entiers. Le choix de ug et w; est libre; prenons : uy =
a1 = M + A2 et u; = 2; comme aq, as, ug et uy sont entiers, on peut conclure
(par une récurrence évidente : voir la définition de u,) que w, est entier pour
tout n.

n A1+A2—2X2 nA1+A2—2X; n n
Apditha=2la | AmAEdadh _ \p 4\,

Up =

Supposons : |Az| < 1 et [A] > 1. Quand n tend vers linfini, A} tend vers
0, donc |u,, — AT| tend vers 0. Comme u,, est entier, \; est soit un entier, soit
un PV-number. En résumé, nous avons dégagé des conditions suffisantes (mais



pas nécessaires) pour que A soit un PV-number : a; entier, as entier, |Ao| < 1,
|)\1‘ > 1.
3 Fonctions symétriques

Une fonction de plusieurs variables est symétrique si sa valeur ne change pas
quand on permute les variables.

Considérons une équation de degré n : (z — A1) (z — A2)(x — Ag)...(x —A,) =0, &
n racines réelles ou complexes A1, As,...,\, ; si nous développons le membre de
gauche, nous obtenons :

2" — o 4 oo™ 2 — o323 + oyt — o525 + 4 (1), = 0,

ol 01, 03,..., 0, sont des polyndémes homogénes et symétriques en Ay, Asz,...,\p.
Pour étre plus rigoureux, on pourra les noter o;(A1, Ag, ..., Ap), ou ain) (si on

veut seulement préciser le nombre de racines), ou encore o;(f), f étant le poly-
nome : (X — A )(X — Aa)...(X — An).

Ces polynomes o; sont appelés : fonctions symétriques élémentaires des racines.

Pour une équation de degré 2 (n=2; racines :\; et A2), on a :

og=1;
o1 =AM+ A2
02:)\1)\2.

Pour une équation de degré 3 (n=3; racines :\;, Az et A\3), on a :

og=1;

o1 =A1+ A2+ A3 ;

02 = AMA2 + Az + A3 ;
g3 = )\1)\2)\3.

Pour une équation de degré 4 (n—4; racines :A1, A2, A3 et \y), on a :

op=1;

01 =AM+ X2+ A3+ A\g ;

02 = AMA2 + AAz + A + Aoz + Ao g + Az ;
03 = )\1/\2/\3 + )\1)\2)\4 + /\1)\3)\4 + /\2/\3)\4 ;

04 — )\1)\2/\3)\4.



La formule générale est : o,,(A1, Ag, ..y Ap) = Z /\il)\éz.../\f;, avec

i1tiz+...tip=m
11,19, -yt = 0 0w 1.

O'y(r? ) est donc la somme de tous les produits distincts qu’on peut former en

prenant au plus une fois chaque racine; c’est un polynéme formé de C)" mo-

nomes de degré n. (C7" = #Lm),)
a,(,?) s’annule pour m>n.

Le théoréme fondamental des polynémes symétriques dit que tout polynéme
homogeéne et symétrique en A\, \o,..., peut s’écrire de maniére unique sous forme
de polynome en o1 (A1, Az, ...),02(A1, Aa, o)y e

On définit également les fonctions symétriques complétes des racines, de la fagon

suivante : 7, (A1, Aay ooy Ap) = Z )\il)\?...)\f{‘, avec 11,12, ..., in > 0.
i1+tiz+...Fip=m

7'75? ) est donc la somme de tous les produits distincts qu’on peut former en

prenant chaque racine autant de fois qu’on veut; c’est un polynéme formé de

Ch4—1 monomes de degré n. (C), ., = %)

Contrairement & 0'7(;: ), TT(,:L) ne s’annule pas pour m>n.

Pour une équation de degré 2 (n—2; racines :\; et A2), on a :

To=1;

1= A1+ A2 ;

To = )\% + Ao + )\%,

3= A} 4 A3+ A2 + A3
etc.

Pour une équation de degré 3 (n=3; racines :\1, A2 et A\3), on a :

7'0:1;

T1:>\1+/\2+)\3;

To =AM+ A2+ A2+ Mda + A3+ A2ds

T3 = A3+ A3+ A3 4+ A2 + ATA3 + A3 4+ A3 + A3+ A2 + A da)s
etc.

Pour une équation de degré 4 (n=4; racines :Ay, A2, Az et \y), on a :



To=1;

TI=M+X+A3+ A
T2:)\%4’/\%+)\§+/\Z+)\1)\2+/\1)\3+)\1>\4+)\2)\3+>\2/\4+)\3)\4;
etc.

On peut démontrer facilement les formules suivantes :

(5) ot = /\n+1a(") +ol

m—1

6) o) = Mo+ Xm0l A+ Amao T e Mo Y
(m—1)
mTm—_1

(7) it o )\nHT,(T?_Jrll) + 7w

)

(8) Tm et = A1 + >‘ZL+11 "+ Ani TQn) + A T3n) + ot ATy, T L1t s

(9) = At (n) 1+ Ao 1T(n R QT(n D 4\, 3T(n RN )\17'(1)

La formule qui suit est moins évidente ; nous en donnons une démonstration.

(10) Pour tout entier m non nul : Z [( io z(") x)i] =0,
=0
ou, si on préfére : Z [(fl)ial@)T;n)} =0 (i,j € N).
1+j=m
(On peut écrire aussi : Z [(=1)'os(f)7;(f)] = 0, f étant un polynome
i+j=m
quelconque.)

Voici une démonstration élémentaire, basée sur les dénombrements. (Nous don-
nerons plus loin une autre démonstration, plus astucieuse, basée sur la convolu-
tion.)

O’l(n) est la somme de tous les monomes de la forme AT*A52...AS", dans lesquels

la suite des exposants (eq, e, ...,e,) comprend i fois le nombre 1 et n-i fois le

(") et la somme de

nombre 0 (donc chaque monome est de degre total i); 7,7,

tous les monomes de la forme )\1 /\2 ...)\n , dans lesquels la suite des exposants

!

(e},¢€5,...,e)) a pour somme m-i (donc chaque monome est de degré total m-i,

et chaque exposant e;» est compris entre 0 et m-i).

Développons a§”)r751}li (i et m fixés), en multipliant chaque monoéme de 7'7521

A n A A
par chaque monéme de ag ). Nous obtenons des monomes ayant tous le méme



degré : i+(m-i)=m, donc appartenant & T,(,f ), mais, par ce procédeé :

(n ), mais seulement ceux qui contiennent
au minimum i exposants non nuls (propriété de O'( ))

- d’autres monomes, au contraire, vont apparaitre plusieurs fois. Précisons :

- on n’obtient pas tous les monoémes de 7,

Y

Prenons les monomes de 747" (les "antécédents") et multiplions-les par les mo-

nomes de 05"), de maniére & obtenir des monomes de 7" (les "images"). Re-
marquons que, quand on multiplie un antécédent par un monoéme appartenant
a oi("), le nombre d’exposants modifiés est égal 4 i : ces i exposants augmentent

d’une unité, et les autres ne changent pas.
Combien chaque image a-t-elle d’antécédents ?

Pour répondre, il suffit de compter le nombre d’exposants non nuls contenus
dans ce monome image ; soit k ce nombre (1 < k < n). Pour retrouver un anté-

cédent, on doit réduire d’une unité i exposants parmi les k exposants non nuls ;

(n)

ilya C,i possibilités. Donc un monéme de 7,5, ayant k exposants non nuls est

représenté C, fois dans le développement de o’i )77522».

n

Dans Z [ ) o™ )}, ce méme mondme est représenté Z )ICT fois,

'I, m K3
=0
k
ou si on préfére Z )'C}, (on arréte la sommation & i=k, car C} = 0 pour
=0
i > k; rappelons que : 1 < k <mn).
k
Or on sait que, pour k& > 0 : Z(—l)ZC’,’C = (1-1)¥ = 0, d’aprés la formule bien
i=0

connue du bindéme de Newton. (Pour k=0 : on obtient 1 et non 0.)

On en déduit que Z [ ) o™ M) ] =0 : c’est la formule annonceée.

i=0
Conséquence : (—1 Uon)T(n) +Z [ l 7(:)2] =0, donc: i) = Z [(—1)"+1 1(n)
i=1
Cas particulier : si m=0, on a :Z [(—1)i0§")n(:zi} = 0(() )Tén) =1 (car
=0
tous les autres termes s’annulent).
(11) (A1, Az, s Ap) = > Chul Rt s Z")'a?a’;a?...a#

11)i9lig!.. 0!
i14+2i343ig o Anig=p 1 2 00m

(avec Loy = (—1)iai et 11,79, ...,10, € N)

Démonstration :

(n)

m i

]



Cette formule est vraie pour p=0; faisons un raisonnement par récurrence :
supposons-la vraie pour tout indice inférieur & un nombre p donné, et montrons
qu’elle est vraie pour p. Nous allons partir de la formule (10).

n n
(n) _ Z Vi) _(n) | Z (n)
Tp = (-1) 0} T, = T,
j=1 j=1
= (i1 + 2 + ... +in)!
(n) _ R R Y L TR S P
Tp —Z Qj Z PNFNEN I oo oo
J=1 | ii42ia+3ig 4 Anin=p—j L 23

Dans le crochet, la multiplication par a; a pour effet d’augmenter d’une unité
I'exposant i, ; le produit ji; augmente de j unités.

(n) _ (i tio+ . Fin)! 5 4 G4
™ = PRENPN ayl oy’ .oyt
3=1 |14 A4j(ij+ 1)+ Anin=p 12t

Réécrivons cette égalité en remplacant ¢; + 1 par i; (nouvelle valeur de l'ex-
posant) :

" ~ i1 A e (G — 1) )]
=3 3 ( ( ) )

i1 in i3 in
affafal ...«
. . - 10 Qg ... Oy
il (45 — 1)ldy!

=1 |i14+2ia+...4+nin=p, i;>1

. it et (i = 1) e i)
(n) _ Z Z( ( ) )

i1 i2 i3 in
- - . 1 -2 %3
il (i — 1))y

n
11+2i2+...+ni,=p [i;>1

(i1 +i2 + ... +in)! _ Z (i1 + ...+ (ij 1)+ .. +1i,)!

Il reste donc a prouver que

111191i3). .0, = i1l (3 — D)liy!
ce qui est un pur probléme de dénombrement.
Remarquons que :
(i +do + ... +in)! (i +do 4. 4 ip)! (i1 +ig 4+ . +ip_1)! (i1+12)!Lﬂ
i1lializ). 0y ! (11 + g+ oo Fin_1)lin! (i1 +i2 + oo Fin_o)lin_1! dglia!  iq!
(i1 +io+ .. +in)! in 1 in_a i i
| - Ci1+i2+-..+inCi1+i2+--»+in—1Ci1+i2+---+in—2"'Ci1+i20i1

i1liglis!. i

C’est le nombre de n-uplets qu’on peut construire avec les éléments ay, ag,...,0u,,
chaque élément «; étant représenté i, fois.

Mais si on fixe le dernier élément du n-uplet (un élément «; choisi, tel que
(i1 4 o4 (G — 1) + oo + )]
iVl (i — 1)Ly

d’ou I’égalité annonceée.

i; > 1), il reste fagons de construire le n-uplet ;



Pour étudier les propriétés des fonctions o et 7, il est commode d’utiliser la
notion de convolution.

Si (ai)ien et (bj)jen sont deux suites appartenant & CN (suites de nombres
complexes indexées sur N), leur produit de convolution est la suite (cx)ren dé-
finie par : ¢, = Z aib;.

itj=k
Si (ai)ien est la suite des coefficients d’un polynome f et (b;),;ecn la suite des co-
efficients d’un polynome g, alors leur produit de convolution est la suite (cx)ken
des coefficients du polynome fg (produit des deux polynomes).

On sait que OV, muni de 'addition et de la convolution, est un anneau in-
tégre et unitaire; la convolution est associative, commutative, distributive par
rapport a ’addition ; son élément neutre est (1,0,0,...). Les éléments inversibles
de cet anneau sont les suites dont le premier terme est non nul.

Considérons ’ensemble P des polynémes dont le monéme de plus fort degré
a pour coefficient 1 (ce qui revient & considérer les polyndomes a un coefficient
multiplicatif non nul prés : deux polynoémes ayant les mémes racines, donc les

meémes fonctions symétriques o et 7, sont équivalents).

A tout polynome f de P, nous allons associer un polynéme f obtenu de la fa-
con suivante : si f(X) = X" 01 X" 140, X" 203 X" 34 .. 4+(~1)"0,,, alors :

f(X)=1-01X+02X%2—03X?+...+(—1)"0, X™. (Remarquons que fo=139
Associons également a f la suite (a;(f))ien définie par : a;(f) = (—1)%oi(f).

Notons que cette suite (a;(f)) n’est pas la suite des coefficients de f, mais de f.

m

Etendons notre définition au corps des fractions de P : si r = 5 (f, g
P), (ai(r))ien sera le développement en série de

(—1)%14(7“).

Considérons le polynome f(X) = (X — A)(X — A2); on a alors : f(X) =
(1I—=2X)(1—XX).

. Nous noterons : o;(r) =

Qi

(ai($))ien est le développement en série de %

1 _ 1
f(x) — 1-MX)(1-X2X)

ﬁ (T4+MX +XX2+AX3 4+ ) (1 + XX +A3X2 4+ A3X3 + )

10



ﬁ =1+M 4+ X)X+ A2+ XM+ A) X2+ (A + A + A3+ A3) X3+ ..

On reconnait les termes de la suite 7(f). On peut démonter (par récurrence
sur le degré) que, pour tout polynome f de P, on a : ai(%) =7;(f), donc :

(12) Ji(%) = (—=1)'n(f) et Tz(%) = (=D'oi(f).
Calculons les fonctions symétriques d’un produit fg (f,g € P) :

arx(fg) = Z a;(f)ai(g), donc :
itj=k
(=D)For(fg) = Z (=)o (f)(=1)704(g), soit :
i+j=k
(13) or(fg) = Z oi(f)oj(g), et, en généralisant & un nombre quelconque
p de polynomes l:ﬂ:k

Uk(f1f2--~fp) = Z 04y (fl)aiz(f2)"'aip(fp> (il,iQ’ ""ip € N)

i1 +ig+...+ip=k

De méme pour 7 :

m(f9) =ar($) = > ai(%)aj(l)z 3 7))
i+j=k g i+i=k
(14) 7(f9) = Y 7(f)7i(g), et :
iti=k

Te(f1foSp) = > iy (f1)7iy (f2)-7i, (fp) (i1,42, ... 3p € N)

’Ll+12++lp:k?

Calculons aussi les fonctions symétriques d’un quotient, :

1

D)= 3 aiNo;5) = 3 ol H(=1i7(9)
i+j=k 9 =k
(15) ox(£) = 3 (~1Voi(f)i(g), et
i+j=Fk
o (et — ) (=LY 10, ()1, ()i, (F)73, (91) 75 (92) 7, (90)

11++1p+j1++jq:k
(i17i27 ceey ipmjlaj?? --qu S N)
Remarquons que oy (id) = Uk(§) = Z (=1 a;(f)7;(f) = k0 : cette somme
iti=k
est égale & 0 pour tout k différent de 0 (formule 10); pour k=0, on obtient 1,
car (=1)%00(f)70(f) = 1.

De méme pour 7 :

11



m(ﬁ) = (_1)k0k(%) = Z (‘UjUi(Q)Tj(f)’ ou:

i+j=k
(16) 7(£) = Y (=1)'7(f)o;(9) (6,5 € N), et :
i+j=k
T (Dlde) 3 (=17 ()7 (fa)ee iy (F) 02 (91)05, (92)--05, (9)

i14...Fip+ji1+...+i=k

(ilviQa "'aipaj15j27 ~-~7jq S N)

Nous avions annoncé une seconde démonstration de la formule (10), basée sur
la convolution ; la voici :

Définissons deux fonctions f et g, & variable complexe z, de la fagon suivante :

n n 1

f(z) = H(l —\iz) et g(z) = H T
i=1 i=1 i%

D’apreés ce qui précéde :

f(z) = Zai(—z)l = Z(—l)’aizz et g(z) = Zszj ; ces fonctions étant in-
i=0 i=0 §=0

verses :

(o) o0
(Z(—l)ioizi> Z szj = 1, donc, en utilisant la convolution (et en posant

i=0 =0
i+j=m):

o . . .

Z Z (=1)'o;7;2""7 =1, donc :
m=0i+j=m

> (Svvom) =1
m=0 \i=0

Donc tous les coefficients de la série sont nuls, sauf le premier :

m

Z(—l)ionm,i = 0m,0 (0 § est le symbole de Kronecker).

i=0

Remarquons que cette formule permet de calculer, par récurrence, les nombres
de la famille (7;) en utilisant la famille (), et réciproquement.

Voici maintenant (sans rapport avec la convolution) une formule qui va jouer
un role essentiel, et que nous démontrerons plus loin :

12



(17) m et n étant deux entiers strictement positifs et les racines A1, Ao,...,
)\m+n71
3

11 | (i = Aj)

le produit est étendu a tous les entiers j différents de i, compris entre 1 et n.

An étant toutes distinctes, on a ’égalité : Tm Z , oll

Une autre formule qui nous sera utile est la suivante :
(].8) O'p(/\h )\2, ceey )\i—la )‘i-‘rlv ceey /\n) = O'p()\l, /\2, veey /\n)_>\iap—1(/\17 )\2, ceey >\z’—17 )\i+1, veey /\n)

Cette formule se démontre facilement. En Pappliquant de maniére répétée, on
obtient :

O'p(/\17>\27-~-a)\z’—17)\z+1;~- /\ ) = O'p(>\1,)\2,...,/\n) — )\i(O'p_l(Al,)\g,...,/\n) —
Ai((fp_g()\l,Ag,...7 ) ( ()\1;/\27---7)\n) — Al()) ), soit :

O'p()\l, )\2, ceey )\2‘71, )\i+17 ceey )\n) = Jp()\l, )\27 ceey /\n)_>\i0'p71()\1> )\2, ceey )\n)+)\120'p72()\17 )\2, ceny )\n)_
Noop_3(A1, A2, s An) + Alop_a(A1, A2, ooy Ap) — ..., OU encore :

p
(].9) Jp()\la)‘Qa"~,)\i—l, z+17~~~a Z )\ Up k )\1, ,)\ )
k=0

Etudions maintenant les dérivées partielles de o;(A1, A2, Ay) par rapport & A;.
Prenons comme exemple le cas n=3.

go =1

g1 :)\1+)\2++)\n
09 = A2 + AMAs + Aa)s
g3 — )\1)\2)\3

gii =1=00(\2, A3)

92 = X+ As = 01(A2, As)
8”3 = X3 = 02(A2, A3)

(De méme pour les autres variables.)

(901 ]. ]. 1 8)\1 (9)\1
602 = 01()\2,)\3) O’1()\1,>\3) 0'1()\1,)\2) 6)\2 =T 8)\2
Jos o2(A2,A3)  02(A1,A3)  02(A1, A2) OA3 0A3

13



1 1 1
La matrice T = o1(A2,A3) o01(A1,A3)  o1(A1, A2) a pour déterminant
02(>\2,)\3) 02()\1,/\3) 02(/\1,/\2)
un polynome A symétrique en Ay, A2, Az; son degré est 3, car ¢’est une somme
de produits de 3 termes appartenant respectivement & la premiére ligne (degré
0), a la seconde (degré 1) et a la troisiéme ligne (degré 2);et 0+ 1+ 2 = 3.

Ce déterminant A s’annule pour A\; = Ay (dans ce cas, les 2 premiéres colonnes
sont identiques), pour A1 = A3 et pour Ay = A3 (raisons similaires) ; donc il est
divisible par (A1 —A2)(A1—A3)(A2—A3), donc (puisque son degreé est 3) il est égal,
a un coefficient multiplicatif non nul prés, au produit (A1 —A2)(A1 —A3) (A2 — As3).

Il n’est pas trés difficile de trouver 'inverse de cette matrice T. On obtient :

-1

1 1 1 1 1 1
T71 = 0'1()\2,)\3) 01()\1,)\3) 01()\1,)\2) = )\24‘)\3 )\14‘)\3 )\14’)\2
o2(A2,A3)  02(A1,A3)  02(A1, A2) A2A3 A1A3 A1z
A3 -\ 1
A1=A2)(A1=A3)  (AMi=A2)(A1=A3)  (A1—=A2)(A1—A3)
T-1 = X3

— Ao 1
(A2=A1)(A2—=A3)  (A2=A1)(A2—A3)  (A2—A1)(A2—A3)

A3 —As 1
A3=A1)(Az3=A2)  (As=A1)(A3—=A2)  (A3—A1)(Az—A2)

Pour une équation de degré n, la matrice T aura pour terme général :
(20) vij; = gic1 (A1, A2y e, Ajm 1, N1, o An)
et son inverse 7! aura pour terme général :

n—j
(21) 65 = (~1)7* A |

11 (Ai = Ax)

ke{l,...n}—{i}

Vérifions-le en multipliant la i ligne de 7! avec la j colonne de T :

n

& PARLEMRTO YD VIS VIS VIR TN W
Zéi,l’}’l’j:Z(_l)H—l i g 1( 1y A2y ey Ag—15 Aj415 0y )
=1 = I =2

ke{l,...n}—{i}

14



Z(_l)l—‘rl)\?ila—lfl(Alv >\27 ey )‘jfla >\j+17 veey )\n)

n

=1
E 0i v, =
=1

(Ai — k)
ke{l,....n}—{i}
Au numérateur, on reconnait le développement de (X — A1)(X — Ag)...(X —
A1) (X = Ajg1)..(X = Ap), ot X a été remplacé par A;. Sii = j, ce produit est
identique & celui qui se trouve au dénominateur, donc le quotient est égal a 1;
sinon, ’'un des facteurs s’annule, donc le produit est nul.

4 Matrices et déterminants de Vandermonde

Une matrice de Vandermonde est une matrice de la forme :

D VD C A Vi
1 X A3 .o A
LA, A2 -t

On sait que son déterminant (déterminant de Vandermonde) est :

(22) D(A1, A2, .oy M) = H (A — Aj) (produit de % facteurs).
1<j<i<n

Une démonstration consiste & remarquer que le déterminant s’annule si deux
lignes sont identiques, ce qui se produit pour A\; = A;; donc il est divisible par

H (A; — Aj). De plus, ce déterminant, considéré comme un polynoéme a n
1<j<i<n
indéterminées (A1, A2, ..., Ay), a pour degré total : (n— 1)+ (n—2)+...+1=
@; le polynome H (Ai — Aj) a précisément le méme degré; donc

1<j<i<n
D(A1, Mg, ..y Ay) est égal & H (A — Aj), & un coefficient multiplicatif prés.
1<j<i<n

Il reste & prouver que ce coefficient est 1.

Faisons un raisonnement par récurrence : supposons que D(A1, Az, ..., Ap) =
H (Ai — Aj) pour p < n (c’est vrai pour p=2) et que D(A1,A2,...,A,) =
1<j<i<p

k H (A — Aj), et montrons que k=1.

1<j<i<n
D VD VD (o
. , . . I X A3 . At
Si on développe le déterminant 1 en commengant par
D D C AR (i

15



A7=1 (situé en bas a droite), on voit que son coefficient est :

1 N DY R Vs
2 n—2
1 Ao A5 AD = DA, A2, A1)
1 )\nfl )‘%71 )\Z:%
D’un autre coté, si on part de 'égalité D(A1, A, ..., An) = k H (Ai=A;), on

1<j<i<n
obtient (en séparant les facteurs qui contiennent \,, de ceux qui ne le contiennent
pas) :

DAz ) =k [T Qu=X) T Qi=2) =k J] (u=2)DO1, Azs o Acy).

1<j<n 1<j<i<n 1<j<n

Ceci permet de voir que le coefficient de A"~% est kD(A1, Aa, ... Ap—1); d’otl
la conclusion : k=1.

Dans la suite, nous allons rencontrer des matrices de la forme :

DU Vo D
A2 a2 L2
Mo A,
1 (R |

Une telle matrice s’obtient, & partir d’'une matrice de Vandermonde, par :

- la "transposition" de la matrice (les lignes deviennent colonnes, et récipro-
quement) ; ceci ne modifie pas le déterminant ;

- linversion compléte de ordre des lignes (cette permutation fait intervenir

—1 . . . , . oy . 4
% interversions de lignes consécutives ou "transpositions", donc le déter-

minant est multiplié par (—1) S , ou (71)[%], ot le crochet désigne la partie

entiére de % :

(—1)[8] est 6gal & +1 si n=4p ou 4p+1, et & -1 si n=4p+2 ou 4p+3.
Démontrons maintenant la formule (17), déja annoncée au paragraphe précé-
dent :

m et n étant deux entiers strictement positifs, et les racines A1, Ao,..., A, étant

16



n )\ernfl

toutes distinctes, on a 1’égalité : T,S:L) = Z U

=1 II =
je{l,...n}—{i}

est étendu & tous les entiers j différents de i, compris entre 1 et n.

, oil le produit

- Pour n=1, I’égalité se réduit a : T,(nl) = A", ce qui est manifestement vrai.

n
AP
- Pour m=1, I’égalité & démontrer est : 7'1(”) = Z L .

i=1 H (Ai — )‘j)
je{1,...,n}—{i}
Au dénominateur, remplacons (\; —A;) par (A\; —\;) chaque fois que j est supé-
rieur & i (donc n-i fois) ; ceci revient & multiplier le dénominateur par (—1)"~".
Ensuite, multiplions-le par D(A1, A2, ooy Ai—1, Ait1, .-, An) (00 A; a été exclu) ;
nous obtenons alors D(A1, Ag, ..., \,,). Faisons de méme au numeérateur. Il vient :

n

Z(—l)n_i)\?D()\l, )\27 vy )\i—17 )‘i+17 ceny )\n)

)\7 _ =1
Z H ()\Z . )‘J) o D()\l,/\27...,>\n)

n

=1
je{l,....n}—{i}

Etudions le numérateur de cette fraction :

N(AL Az, An) = Y (1) *APD(A1, Az, s Ai—1, Aig 1, -or; An) ; montrons d’abord
i=1
qu’il est multiplié par (-1) quand on permute deux racines.

n )\’ﬂ
On voit que Z d
i=1 H (i — /\j)
je{lw")n}*{i}
on permute deux racines quelconques, le dénominateur D(Aq, Az, ..., A, ) change
de signe, donc il en est de méme pour le numérateur N (A1, Ag, ..., Ay )-

est indépendant de 'ordre des racines ; si

Montrons ensuite que N (A1, Ag, ..., A,) s’annule si deux racines Ay et A\ (k # 1)
sont égales. Nous pouvons supposer que k=1 et 1=2, puisqu’une permutation
des racines ne peut pas modifier la valeur absolue de N (A1, Az, ..., Ay).

Si A1 = Ao, tous les déterminants de Vandermonde contenant & la fois A\ et
A2 s’annulent, et N (A1, Ag, ..., A,) se réduit donc a une somme de deux termes :

N Az oo An) = (=D IAPD (A2, Ag, ooy An) + (1) 2AZD(A1, A, ooy Ap) =
0.

On en déduit que N (A1, Ag, ..., A,) est divisible par (Ay — A;) (k # 1), donc par
D(A1, Mg, ...y A). Notons Q(A1, Ag, ..., Ay) le polynome quotient. Ce polyndome
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est symétrique (quand on inverse deux racines, N (A1, A, ..., A) et D(A1, Ag, .oy Ap)
changent de signe, donc leur quotient n’est pas modifi¢) et homogene.

Le degré total de N (A1, Aa, ..., \p) est n+ (”71)2(”72) = ”2’2”“, celuide D(A1, Ao, ..
est % = ”ZT_", donc le degré total de Q (A1, Az, ..., A,) est : %—@ =

2
1.

Le degré partiel de N(\i,\a,...,\,) (par rapport & une indéterminée quel-
conque J;) est n, celui de D(A1, Ag, ..., \,) est n-1, donc le degré partiel de
QA1 A2, Ap)estim—(n—1)=1.

D’aprés le théoréme fondamental des polynomes symétriques, Q(A1, Az, ..., Ap)
peut s’exprimer comme polynome en o;(A1, g, ..., \p) ; mais le seul o; qui soit
de degré 1 en \; est o1( A1, A2, An) = A1+ Ao+ oo + A = 11(A1, Ag, oo, Ap)-
Donc Q(A1, Mg, ..., A\p) est égal & A1 + A2 + ... + A, & un coefficient multiplicatif
non nul prés. Il reste & expliquer pourquoi ce coefficient est 1.

Dans (—1)" 7 A2D (A1, A2, ey i1, Ait1, -, An ), le degré partiel de \; est n, et le
degré partiel des autres indéterminées est n-2.

Dans N (A1, Ag, ..., Ap), considéré comme un polyndéme & une seule indétermi-
née \;, cherchons le monéme en \; ayant le plus haut degré :

cest (—1)"INPD(A1, A2y ooy Ai—1, i1, -y A ) 3 son degré est n, et son coeffi-
cient est (71)”72'D(>\1,>\2, ey Ai—la Ai+17 ,)\n)

D’autre part, dans le polynoéme :

D(A1, A2, An) = (=1)""D(A1, Mgy ooy Mim1, Aig 1y o0y An) H (Ai—Aj),
je{lv"vn}f{i}

-7>\n)

le monome de plus haut degré en \; est (—1)" 7 D (A1, Ao, oo, Nim 1, Nig 1, e )\n))\?_l :

son degré est n-1, son coefficient est encore (—1)" " D (A1, A2y ooy Ai 1, Xit 15 oy An)-

En divisant selon les puissances décroissantes, on voit que le coefficient de \;
dans Q(A1, Az, ..., \y) ne peut étre que 1.

- pour n>1 et m>1 : faisons un raisonnement par récurrence. Nous supposons

que la formule est vérifiée pour 772, et pour 77!, et nous la démontrons pour
n

T

Partons de la formule (7) : P )\nTTS;Z)l + 7D,

n—1

n +

i=1 Hmdje{l,...,n}—{i}()\i L = H (A —Aj)
P je{1,...,.n—1}—{i}

n m+n—2 m+n—2

77(7?):)\
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n - )\n)\m+n72 e )\m+n72 )\z - )\n
T'r(n) = Z : + Z : ( )

= II -x» = I =

jel,n]—{i} je{l,....n}—{i}

(On peut sommer jusqu’a i=n, car le dernier terme est nul.)

n )\m+n—2 An )\z o )\n n )\m+n_1

S N (An £ ( ) _ ) : ‘

i=1 H (A = Aj) i=1 H (A —Aj)
je{lv“'an}_{i} je{la'“vn}_{i}

La formule est donc vérifiée pour 7.

Attention : cette récurrence portant sur deux indices & la fois doit étre bien
comprise. Sachant que la formule est vraie pour n=1 (m quelconque) et pour
n=1 (m quelconque), on peut déduire qu’elle est vraie pour n=2 et m=2, 3, 4,
..., puis pour n=3 et m=2, 3, 4, ..., puis pour n=4 et m=2, 3, 4, ..., etc.

Inverse d’une matrice de Vandermonde

1 A A2 L /\?_1
2 n—

Considérons la matrice : 1 Az A3 A
1 A, )\% /\271

Pour qu’elle soit inversible, il faut et il suffit que les \; soient tous distincts;
c’est ce que nous supposerons dans les calculs qui suivent.

Nous voulons calculer I'inverse de cette matrice. Pour cela, il faut calculer le
cofacteur de chaque coefficient de la matrice, remplacer chaque coefficient par
son cofacteur, puis transposer la matrice ainsi obtenue, et la diviser par le dé-
terminant de la matrice d’origine.

Pour calculer le cofacteur d’'un coefficient donné, par exemple )\g_l (qui est
situé sur la i°™¢ ligne et la j°™¢ colonne), on supprime la i®™¢ ligne et la j*™¢
colonne, on calcule le déterminant de la matrice ainsi obtenue, et on le multiplie
par (—1)it7,

Aprés avoir supprimé la ligne et la colonne de )\g ~! nous obtenons une ma-
trice de rang n-1; son déterminant est un polynéme de degré n-1, qui s’annule
sidg =N (k#14, 1 #£1, k#1) (car dans ce cas, il y a deux lignes identiques). Il
est donc divisible par D(A1, A, ..., Ai—1, Ai+1, -, An ). Si on effectue la division,
on obtient un polymoéme symétrique et homogéne @; ;.
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D VIR ¥ A A{—z A{ D Vi
IR VD ¢ D D VD VA
Le déterminant : Dy = | 1 XN,y A2, .. X2 M, .. A}
1N A2y o NN ot
IR Y NN L Tt

...a pour degré partiel n-1 (ou n-2, si la colonne supprimée est la derniére);
son degré total est la somme des exposants d’une méme ligne, soit : 0+ 1+ 2+

(=)= (-1 =2 g

Le déterminant Dy = D(A1, Aa, ..., \i—1, Ait1, -, An) @ pour degré partiel n-2
(il y a n-2 facteurs contenant \,, par exemple) ; son degré total est le nombre

total de facteurs, soit, : %

Le degré partiel et le degré total du polynéme quotient @); ; s’obtiennent par
soustraction :

- degré partiel : (n —1) — (n —2) =1;

n(n—1)

—degrétotal:T—(]’_l)_w:n_~

2 J-

Le seul polynéme symétrique et homogéne de degré partiel 1 et de degré to-
tal n-j qui convienne est o, (A1, A2y ooy Adim1, A1, ooy An)-

DOHC Qi,j = O'n,j()\l,)\g7 '~7>\i717>\i+1; ceoy )\n); et :
D1 = Qi)j.Dg = O'n—j()\la /\27 vy )\i—h )‘i-‘rla cey )\n)D()\la )\2, vy /\1'_17 /\i+1, ceny )\n)

Notons «; ; le terme de la matrice inverse de la matrice de Vandermonde si-
tué sur la "¢ ligne et la j¥™¢ colonne; il s’obtient, & partir de Qi,j, par une
transposition (inversion des roles de i et j), une multiplication par (—1)**7, et
une division par le déterminant D(A1, g, ..., An).

AL A2s oo A1 Ajts s An) DAL A2y ooy Ay 1 Aty oo A
D(A1, g, ooy M) )
i OO A2, o A1 A1, o An)
(=1)n—i I o=
ke{l,...n}—{j}
T i (A0 A2 eees Ay 1s Ajts oo M)

23 Oéij:—ln_l
el I &%

ke{l,...n}—{j}

i = (-1 72

aij=(=1)

Par exemple, pour n=3, on obtient :
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(A22A3) (A1A3) (A1A2)
(A1=22)(A1=2A3)  (A2=A1)(A2=A3)  (A3=A1)(Az—A2)

1A A2\

3 _ ~ (A2 tAs) (A tAs) ~(MtAe)
1A )\% o (>\1—>\2§(/\13—>\3) (>\2—/\13(>\23—>\3) (/\3—>\11)(>\32—)\2)
1 1 1

(A1 =22)(A1=2A3)  (A2=A1)(A2—=A3)  (A3=A1)(Az—A2)

...et pour n=4 :

-1

1A A2 N
1o AN |
1A A2 A | T
1 A A2 A3
—(A2A3A4) —(A1A3)g) —(A1A2)Xy4) —(A1A2)3)

A1=2A2) (A1 =A3)(A1=A1)  (A2=A)(A2=A3)(A2—=Aa)  (A3=A1)(A3—=A2)(Az—A1)  (Aa—A1)(Aa—A2)(Aa—A3)

(A2 A3+XaAa+A3h4) (A1 As+A1 Aa+A3y) (A A2 +X1 Aa+A204) (A1 A2+A1A3+A2)3)
Ar=22)(A1=A3)(A1=A1)  (A2=A)(A2—=A3)(Aa—Xa)  (A3=A1)(Az—=A2)(Az3—A1)  (Aa—A1)(Aa—A2)(Aa—A3)

—(A2+A3+A4) —(A14+A3+A4) —(A1tAa+A4) —(A1t+A2+A3)
A1=A2)(A1=A3)(A1=A1)  (A2=A1)(A2—=A3)(A2—Aa)  (A3=A1)(Az—=A2)(Az—A1)  (Aa—A1)(Aa—A2)(Aa—A3)

1 1 1 1
A1=2A2)(A1=A3)(A1—Ag)  (A2—A1)(A2—Az)(A2—A1)  (A3—A)(Az—A2)(A3—A1)  (Aa—A1)(Aa—A2)(Aa—A3)

-1 -1 -
U Vo P U
Considérons maintenant la matrice A A3 .. A2 |, obtenue a
A1 Ay Ay
1 1 1

partir d’une matrice de Vandermonde par une transposition, suivie d’une inver-
sion de l'ordre des lignes (ou par une inversion de I'ordre des colonnes, suivie
d’une transposition) ; son inverse s’obtient, & partir de I'inverse de la matrice de
Vandermonde, par une inversion de 1’ordre des lignes, suivie d’une transposition
(ou par une transposition, suivie d’une inversion de l’ordre des colonnes). Soit
Bi,; le coeflicient situé sur la ¢ ligne et la j°™¢ colonne; on a :

)\17 )\2, ceey )\ifl, )\i+1, ceey )\n)
(Ai — k)
ke{l,...n}—{i}

Par exemple, pour n=3, on obtient :

(24) Bij = n_jr1i = (—1)771 oj—1(
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1 —(A2+A3) (A2)A3)
(A1=A2)(A1=A3)  (A1=A2)(AM1—=2A3)  (A1—=A2)(A1—A3)

-1

AL\
A1 A2 A = 1 —(M1+X3) (M1A3)
11 12 13 A2=2A1)(A2=23)  (A2=A1)(A2—A3)  (A2—A1)(A2—A3)

1 —(A1+A2) (A1A2)
(A3=A1)(As=A2)  (A3=A1)(As—A2)  (As—A1)(Az—A2)

5 Equations algébriques de degré quelconque
Considérons 1’équation de degré n suivante :

2" =a1z" Pt a2+ . ta,_1x+a,

(dans laquelle les coefficients a; sont des nombres complexes) ; on a alors (for-

mules de Viéte) : a; = (=1)*lo;(A1,...,; \n) (0t Ap,..., A, sont les racines de
l’équation, réelles ou complexes, distinctes ou non).

ar as az .. Gn_1 Qnp 01 —02 03 (1) loy,

1 0 O 0 0 1 0 0 0

0O 1 0 0 0 0 1 0 0
Posons : M— 0 o0 1 0 0 = 0 0 1 0

O o0 0 .. 1 0 0 0 0 .. 0

n

M est la "matrice compagnon" du polynéme P(x) = 2" — a1z~ ! — agz" "2 —

e — Qp_1X — Qp.

On peut vérifier facilement que le déterminant de cette matrice est égal a
(—=1)""ta,, donc : det M = 0,, = A Aa... M.

La matrice M est inversible si toutes les racines sont non nulles. Dans ce cas, on
a:

0 ap 0 0 0
0 0 an, 0 0
-1 _ L vee
M T an 0 0 0 an 0
0 0 0 0 anp,
1 —aq —a9 —Qp—2 —Qp—1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1
M= =19 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 o1 g2 (_1)n—20n—2 (_1)n—10n—1
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0'7;()\1,...,)\”) o Ji()\17~~7>\n) — 0 ) ( ]. ]. 1 ].

OH eut remarquer que = =
P R e G NS W R V5 V5 W W

/\717 TQ? )\733 A An

D’autre part, définissons la suite (u;) par la relation de récurrence :

Us Ui—1

Ui—1 Ui—2
T =M wu;_3 |, et par les valeurs initiales :

Uj—n+1 Uj—n

ug = 1, et u; = 0 pour ¢ < 0 (valeurs arbitraires, qui peuvent étre éventuelle-
ment modifiées).

On a donc :
Up ug 1
Up—1 U_1 0
(25) Up—2 = MP U_9 = MP 0
Up—n+1 U—n+1 0

Nous allons diagonaliser la matrice M ; pour cela, cherchons ses valeurs propres ;
ce sont les racines de 1’équation :

aL—\N ay az .. Qp_1 Gn
1 -A 0 0 0
0 1 =X 0 0
A= 0 0 1 0 0 | 0
0 0 0 .. 1 —A

Montrons, par récurrence, que A = (—1)"[A" — (a1 A"~ + a2 A""2 4+ az\" 73 +
... +ay)] (formule vraie pour n=1) ; développons le déterminant & partir de la
derniére colonne, et supposons la formule vraie pour tout déterminant du méme
type, de degré inférieur 4 n :

A= A=D1 A — (A" 72 £ ao A2 FasA" T 4 an)] 4+ (1) hay,
ce qui équivaut bien & la formule annoncée.

Notre équation devient donc :
(=) A" — (@ A"+ @A 2 + a3\ 3 + .+ a,)] = 0;

ses solutions sont Aq,...,A\,; ce sont les valeurs propres de M. Nous suppose-
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rons, pour le moment, qu’elles sont toutes distinctes. Dans ce cas, les vecteurs
propres constituent une base.

Notons xg, x1, ..., Tn_1 les coordonnées d’un vecteur propre associé, par exemple,
a la valeur propre A;. On doit avoir :

ay az as Gp—1 0an Tp—1 Tp—1

1 0 O 0 0 Tp—2 Tn—2

0 1 0 0 0 Tn—3 —\ Tn—3 .
0 0 1 0 0 Tn—4 - Tn—4 ’
0 0 0 1 0 i) Zo

En commencant par la derniére ligne, nous déduisons :

T1 = MZo;
2., .
Tog = MT1 = /\1170a
_ _\3.. .
T3 = MT2 = A{Z0;

n—1
Tn_1 = AMTp_2 = A] o
La premiére ligne ne fait que confirmer :

-1 —2
1 Tp_1+02Tn—2+ ...+ apxo = (G1A] " +a2A] “+...Fan)x0 = AJxo = M Tp_1.

Donc les vecteurs propres associés & A; sont proportionnels & @f = A3

Avant de continuer, faisons quelques remarques :

- le polynome P(z) = 2" — a12" ! — asa™ 2 — ... — a,_17 — a, est le poly-

nome caractéristique de M;

- d’apreés le théoréeme de Cayley-Hamilton, on a 1’égalité matricielle : P(M) =
M —a M 1 —a, M2 —.. . —ap_1 M —anl, =0,, ol I, est la matrice identité
d’ordre n, et 0,, la matrice nulle d’ordre n;

- dans le cas présent, cette égalité est facile & comprendre : calculons par exemple
P(M)(ut), image d’un vecteur propre par P(M) :

sachant que M (uf) = Mg, M?(ut) = Mg, M3(af) = Mg, etc., nous pou-
vons écrire :
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P(M)(uf) = M™(@g) — ar M"Y () — aaM™2(uf) — ... — an_1 M (uf) — a,uf
= \af — alz\?fltT{ — a2/\?72171> — = an,l){“lﬁf —a,

= (A} — (@A - a AT+ s\t Lt a,))at = 0uf = T.

De méme, les images de tous les autres vecteurs propres par P(M) s’annulent ;
si les vecteurs propres constituent une base, alors on peut en déduire que

P(M) = 0,.

Pour passer de la base de vecteurs propres & la base canonique, on utilise la
matrice :

YD VO S Vi B o
PVEEED Vit D Vo B
XA LA, N
A A A M
1 1 1 1

Si les racines A; sont toutes distinctes, comme nous l’avons supposé, cette ma-
trice est inversible, et son inverse se calcule selon la technique vue & la fin du
paragraphe précédent (formule 24).

Par exemple, pour n = 3, on obtient 1’égalité :

1 —(A2+As) (A2)3)
(A =A2)(A1=A3)  (A1=A2)(A1=A3)  (A1—=A2)(A1—A3)
/\% )\3 )\g A 0 O ntre) o)
_ 1 —(A1tA: 1
M= At Az As 0 A 0 (A2=A1)(A2—A3) (>\2*>\1)(>\23*>\3) (Azf)\l)(§2*>\3)
1 1 1 0 0 A3
1 —(A1t+A2) (A1X2)

A3=A1)(Az3=A2)  (Az=A1)(A3—A2)  (A3—A1)(Az—A2)

ce qui entraine :

1 —(A2+A3) (A2X3)
(A1=A2)(A1=23)  (Ar1=A2)(A1—=2A3)  (A1=A2)(A1—A3)

)\% )\3 )\g )\11) 0 O ) e

_ P 1 — (A1t A3 1 A3
MP = /\11 )\12 /\13 8 )(\)2 /\Og (A2=A1)(A2—A3) ()\2*>\1)()\21>\3) (Aszl)(;zf)\z)

1 —(A1t+A2) (A1A2)

A3=A1)(Az=A2)  (Az=A1)(A3=A2)  (A3—A1)(Az—A2)

Ce produit est facile & développer. Pour une équation de degré n, la matrice
MP a pour terme général :

i >\£+n7i0j_1()\17 )\2, ceey )‘k—h )\k+17 ceey >\n)

26) 7i.;(p) = (~1)7!
(26) 7i,5(p) = (=1) ; T v

1e{1,...n}—{k}

Pour les termes de la premiére colonne (j=1), la formule se simplifie :
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p+n—i
/\k

Yi1(p) = = Tpr1-i(A1, A2y ooy An).
; H M —N)

1e{1,...,n}—{k}

Signalons au passage une conséquence intéressante : si on pose : ug = 1 et
u; = 0 pour 7 < 0, alors on a u, = 7, pour tout p > 0.

Dans la formule (26), remplacons o;_1(A1, Az, ..o, Ak—1; Akt1, -, An) DAL sa Va-
J
leur, tirée de (19), que nous écrivons sous la forme :Z(—l)q_l)\z_loj,q()\l, v An)

g=1
nous obtenons :
)\p+n—i j

Vi (P Y 12 k S DTN g (M An)

I ~&w-wna

1e{1,....n}—{k}
J n )\p+n+q—i—1
’Yzj :Z 0'j q )\1,... Z k
q=1 k=1 H (A — A1)
1e{1,...n}—{k}

Nous remarquons que la seconde somme est égale & Tp1q—i(A1,..., Ay), d’aprés
la formule (17). D’ou :

J
(27) 714(0) = D [(=17 901, m ]
g=1
Pour la premiére colonne (j=1), on retrouve facilement la simplification signalée
précédemment.

Pour n=3, par exemple, la formule (27) donne :

(3).(3) (3).(3)

3 3) (3
Tp() —Ué)()l—l—o’ 9 03Ty
3 3 3) (3 3) (3
MP — 7_15 )1 0.() ()2 0.() ()3 O’§ )TIE )2
3 3 3) (3 3) (3
7_()2 ()() Ué)() 0':(5)7'()

Pour n=4, on obtient :
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4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
T( ) 0.( ) ( ) O'( ) ( )2 0.( )7.( )3 O.:()) )T( )1 0.( )T( )2
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
7.( )1 0.( ) ( )2 0.( ) ( )3 ( ) ( ) o.é )T( )2 O.( )T( )3
Z\/jp =
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Nous aurions pu démontrer la formule (27) plus simplement, par récurrence : elle
est évidente pour p=1; ensuite, on la suppose vraie pour une valeur quelconque
de p, et on développe le produit M.MP. En utilisant de maniére répétée la

conséquence de la formule (10) (c’est—a—dire i = Z {( )*le (n) .(n) })

0; m—i
=1

on montre qu’elle est vraie pour p + 1.

Ceci prouve que la formule (27), contrairement & la formule (26), reste valable
lorsque ’'équation a des racines multiples.

Mais la formule (26) permet d’étudier facilement le comportement de M? quand
p tend vers l'infini; de plus, si la matrice M est inversible (donc si les racines
A; sont toutes non nulles), elle est valable pour tout p € Z, alors que la formule
(27) suppose p > 0.

Supposons que l'une des racines (A4) ait un module strictement supérieur aux

P
autres; il en résulte que (f\—’“) tend vers 1 (pour k = s) ou vers 0 (pour k # s)

P
quand p tend vers l'infini ; donc la matrice ()%M ) converge :

Vi,j(p) — (71)j71 Agiio—jfl(Alv )\Qa vy )\sfla )\s+1a ceey >\n)

I o-w

lef{1,...,n}—{s}
On remarque, en particulier, que :

lim
p—too  AD

lim Vi (p) — Ay
p—+o0 Yit1,5(p)
lim M = (—1)j710'j_1(A1, AQ, ceey )\3_1, >\s+13 ceey /\n)

p—+oo 7;,1(p)

Si la matrice M est inversible, on peut faire tendre n vers —oo. Supposons que
I'une des racines (\;) ait un module strictement inférieur aux autres; on a alors :
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EPHCOCY
04 p 2
(4) e
p 3

4) (4
)




’sz](p) _ (_1)]71 )\?_io.j—l()‘lv A27 seey )\t—ly >\t+17 ) >\n)

lim
po=oo A || Y
1efl, . n}—{t}
lim Yi,j () A
p=—0 Y11, (P)
pgrjloo ;l:igg = (=17 o1 (A1, Mgy oo Aem 1, Aty s Ap)-

L’étude de MP quand p tend vers 0o permet donc de calculer des valeurs appro-
chées de \; (racine ayant le plus grand module) ou de \; (racine ayant le plus pe-
tit module), et de O'j_l()\l, /\27 ciey )\3_1, )\s+1, veny /\n) ou Gj—l()\17 /\27 ceey >\t—17 >‘t+17

On va pouvoir utiliser la famille (o1 (A1, A2, ooy A1, Ast1, 0, An))i<j<n OU
(0j-1(A1, A2s ey At 15 Aeg 15 ooy An) J1<j<n PoOUr former une nouvelle matrice, d’ordre
n-1, qui va permettre de calculer la racine suivante, et ainsi de suite (& condition
que toutes les racines aient des modules distincts).

Revenons a la formule (25). Le premier terme de MP (en haut & gauche) est :
Y11 = Tp(A1s oy An), done @ up = 7 (A1, .0, An).

Ceci nous permet de calculer le "ratio" ¢, :

i )\f-i-n
i=1 H (Ai =) Z APEn

Ao An je{l,...n}—{i i— N
= SRR = e T i (s
K3
i=1 H (Ai = )‘j) i=1
jE{l,..‘,TL}—{i}
la formule 17).
pYand Z(/\i@)pﬂt

i=1 "¢

qn = n
)\g—i-n—l (ﬁ)p+n71

=1

Quand p tend vers infini, (§£)P+" et (:\\—i)er"_l tendent vers 1 pour i = s,

et vers 0 pour i # s; on en déduit que g, tend vers A\, quand p tend vers +oc.
On peut montrer de maniére analogue que ¢, tend vers A\; quand p tend vers
—o0 (si M est inversible).

Jusqu’ici, nous avons supposé que les racines ()\;) avaient des modules tous
distincts ; imaginons maintenant que la racine ayant le plus grand module soit
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double : Ay = Ay. Dans ce cas, (32)P*" et (32)P*"~! tendent vers 1 pour i = s
et pour ¢ = s, et vers 0 sinon ; on en déduit que g,, tend encore vers ;. Il en est
de méme lorsque la racine de plus grand module est multiple, d’ordre quelconque.

Mais s’il y a plusieurs racines de plus grand module non égales (par exemple :
s = pe'?t et Ay = pe'®2, avec 6, # H, modulo ), alors la suite ¢, diverge.

Cherchons maintenant une condition pour que l'une des solutions de I'équa-
tion soit un PV-number.

Introduisons ici une nouvelle famille de fonctions symétriques des racines : il
s’agit de la famille (s,), définie par :

Sp(A1 s An) = A0 £ AR =D AL

i=1

Ces fonctions s, s’expriment comme polynémes en o; & coefficients entiers ; les
formules de Newton-Girard (voir paragraphe suivant) le montrent clairement.
On pourrait d’ailleurs démontrer, trés généralement, que, si un polynéme en
A; est symétrique et & coefficients entiers, alors il s’exprime comme polynoéme
en o; a coefficients entiers (il suffit de reprendre la démonstration du théoréme
fondamental des fonctions symétriques, et de vérifier qu’a chaque étape de la
transformation, les coefficients restent entiers).

Supposons qu’une équation de la forme X™ = a1 X" ' +as X" 2+...+a,, ait des
coefficients (a;) tous entiers; il en résulte que o;(A1, ..., An) €t s; (A1, ..., Ay ) sont
des entiers, quel que soit i. Supposons de plus qu'une racine Ag ait un module
supérieur & 1, et que toutes les autres aient un module inférieur & 1. Dans ce
cas, sp = Al 4+ ...+ AP est équivalent & A? quand p tend vers U'infini (car tous les
autres termes tendent vers 0) ; donc s est soit un entier, soit un PV-number.

6 Formules de Newton-Girard et de Brioschi

Nous aurions pu aborder ce formules dans le paragraphe II (fonctions sy-
métriques) ; mais comme elles ont un role marginal dans notre travail, nous les
traitons seulement en appendice.

Elles font intervenir la famille de fonctions symétriques des racines (s,) :

Sp(A1y o An) = A AL =D L
i=1
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n—1
)\i

A2
3
Posons : o} =
Ai
1

C’est un vecteur propre de la matrice M, et il vérifie :

MW = N7} =

AP
’I_’L*l
(2
et : MP.o7 = Mo}
A7
Ai

n—1+p
/\i

n—2+p
)‘i

1+p
>‘i

A

Considérons maintenant le vecteur W = o7 + ... + ¥, (qui n’est pas un vec-
teur propre, mais la somme de tous les vecteurs propres). On a :

Sn—1
Sn—2

MP.W = MP.O + ...

d’oll on tire :

Sn—1+p
Spn—24p

= MP.

S1+p
Sp

AP L
APTEP
+ MP .oy, =
1
MNP+
N+
Sn—1
Sp—2
s1
50

+ )\Z—l"rp
+ ARt

+ ALTP
Y

(2

Sn—1+p
Sn—2+p

S1+4p

En remplacant MP par sa valeur donnée par la formule (26) ou (27), on voit
qu’il est possible de calculer tous les termes de la suite (s;) en fonction des n
premiers, & condition d’avoir calculé au préalable les puissances de M.

On peut aussi se contenter d’établir une formule de récurrence, en écrivant,
par exemple (pour p > n) :

o1 —09 03 (-1)" o,

5 Sp=1 1 0 0 0 Sp=1
L IS I I IS 0 op=2
= M. -1 0 o 1 0
Sp+2_n sp+1_n e e e e Sp+1_n
Splon Spon 0 0 0 0 pn

30



Par conséquent :

n—1

Sp = 018p—1 — 02Sp_2 + 03Sp—3 — O4Sp—a + ... + (—1)" " lopnsp_p

n
(28) sp(A1s e An) = D (1) 0i(Ars oo An)Spoi(Aas oo An) (0 = 7).
i=1
Une autre méthode trés simple pour démontrer cette formule consiste a partir
de Péquation : 2" = g12" ! — 092" "2 + 032" 3 — ... + (=1)" 10, ; en rempla-
cant successivement x par chacune des racines (A, ..., \,), on obtient n égalités,
qu’on ajoute membre & membre. Puis on multiplie les deux membres par zP~".

Le probléme est que cette formule n’est valable que pour p > n; pour pou-
voir l'utiliser, il faut calculer d’abord sg, s1,..., sp—1. Pour cela, on utilise une
formule légérement différente (mais plus difficile & démontrer) :

p—1
(29) 55 = Y (=1 oispi + (1) poy
i=1
On part de : s9 = n, s1 = o071, ensuite, on peut calculer successivement :

S9 = 8101 — 202, 83 = S901 — §102 +30’3, etc.

Contrairement & la formule 28, la formule 29 (formule de Newton-Girard) est
valable pour tout entier p supérieur ou égal & 2. (Pour p > n,on a: o, =0,
donc le dernier terme disparait.)

Pour ceux que cela intéresse, nous en donnons ci-dessous une démonstration
connue, plus analytique qu’algébrique :

1 t
e
1—)\1'2:

n
L’idée est de partir des fonctions & variable complexe f(z) = Log H
i=1

n
1
g9(z) = Z Logﬁ; ces deux fonctions sont évidemment égales (propriété
i=1 N

du logarithme), mais on va les développer en séries de deux maniéres différentes,
puis les dériver, et écrire que les dérivées sont égales.

f(z) = —Log H(l — \iz) = —Log h(z), avec :

n =t +o0

h(z) = H(1 —\iz) = Z(q)jajzj ;
Z_T_io | -]:0

W(z) = Z(—I)Jojjz“ ;
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+m . .
Z(—l)ﬁl%’jz%l

’ :1
fi(z) = _};1((;)) =2 Foo

> (~1)i0;4

=0

Pour développer g(z), on utilise le développement bien connu : Logr— =
2 3
ut B

n +oo )\]Z] +oo
-3 (2] -5

i=1 \j=1 j=1
+o00

/ _ g1

g(z) = E 52070
Jj=1

f'(2) = ¢'(2), donc :

= = . = . .
Z(fl)pflpapzpflz Zsjzjfl (Z(l)laiz‘).

p=1 j=1 i=0

2 , e ry
il = J .
E /\i>— E — ;

=1 7

Le produit des deux sommes, dans le second membre, se développe selon le
principe de la convolution ; on pose : i+j=p ; on obtient :

+o00 +o0 +oo /p—1
Do =30 Y sjoi(-) T =3 (Z(—lysw—i>
p=1 p=1litj=p,j>1 p=1 \i=0

Quel que soit p > 1, les coefficients de zP~! doivent étre égaux :

p—1 p—1
(-1)P~tpo, = Z(fl)isp_iai =sp+ Z(fl)isp_iai, autrement dit :
i=0 i=1
p—1
sp= D (=) ais, s + (~1)"'po,.
i=1

La formule de Brioschi est voisine de celle de Newton-Girard, mais elle fait
intervenir 7; a la place de o; :

p—1
(30) sp = p1p — Z TiSp—i-
i=1

Pour la démontrer, reprenons les mémes fonctions f et g que ci-dessus, mais
développons f(z) en utilisant la famille (7;) au lieu de (o;) :
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f(z) = Logil;ll s = Log;nz ;

i=0 _ p=1 .

ZTZ‘Zi’ ZTiZi

=0 i=0
Zsjzj_l et f'(z) = ¢'(2), donc :
j=1

o ) S

Z p—1 _ Z i Z i1
prZ = TiZ SJZ s

p=1 i=0 Jj=1

donc (en utilisant la convolution, et en posant : i+j=p) :

oo oo [/p—1
Zprz”_l = Z <Z Tispi> 2P~

p=1 p=1 \i=0

f'(z) =

on a toujours : ¢'(2)

On écrit que les coeflicients des deux séries sont égaux, pour tout p :

p—1
pTp = E TiSp—i, ce qui conduit bien & la formule annoncée.
i=0
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