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1 Avertissement

Ce document fait partie d'un ensemble comportant plusieurs volets :

01) Les vitesses en Relativité restreinte

02) Gravitation relativiste

03) Principes fondamentaux

04) Gravitation classique ou quantique ?

05) L'hypothèse du champ d'entraînement

06) Métriques et géodésiques

07) Tenseur de Ricci

08) Potentiel gravitationnel

09) Ni ou Schwarzschild ?

10) Gravitation et vide quantique

11) Etude du système solaire en métrique de Ni

12) Etude des systèmes binaires en métrique de Ni

13) Trous noirs et trous gris

14) Ondes gravitationnelles

15) Gravitation et cosmologie

16) Conclusion

2 Introduction

Nous allons parler ici des notions de vitesse et de rapidité, qui sont au c÷ur
de la Relativité restreinte.
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C'est d'ailleurs le paradoxe de la vitesse de la lumière qui a conduit Einstein à
proposer sa théorie.

Rappelons brièvement l'histoire, pour ceux qui l'ignoreraient.

Evaluée pour la première fois par Ole Romer en 1666, grâce à l'observation
des satellites de Jupiter, puis précisée par Michelson (1879), la vitesse de la
lumière est proche de 300 000 km/s. Mais par rapport à quoi ?

Si la lumière se déplace à 300 000 km/s dans le vide (par rapport à un "éther"
imaginaire), et si la Terre tourne autour du Soleil à 30 km/s, il est légitime de
penser que les rayons lumineux de sens opposé à celui de la Terre (ceux qui
viennent à notre rencontre) se déplacent à 300 000 + 30 = 300 030 km/s par
rapport à nous, tandis que les rayons de même sens que la Terre (ceux qui nous
rattrapent) se déplacent à 300 000 - 30 = 299 970 km/s par rapport à nous.
Cette di�érence de 60 km/s doit pouvoir être mesurée.
Et si on ne trouve pas 60 km/s, c'est que d'autres éléments entrent en jeu :
la vitesse du système solaire par rapport au centre de la galaxie, la vitesse du
centre galactique par rapport au groupe local, etc.

Les célèbres expériences de Michelson (1881), puis Michelson et Morley (1887),
basées sur un ingénieux système d'interférences, allaient trancher dé�nitivement.
Et le résultat fut à la fois incroyable et indiscutable : la vitesse de la lumière
par rapport à la Terre est toujours la même, dans toutes les directions, à toute
heure et en toutes saisons ...

Pour résoudre ce paradoxe, une idée audacieuse était nécessaire ; c'est Einstein
qui la proposa.

Cette idée, c'est que la vitesse de la lumière est la même pour tous les ob-
servateurs se déplaçant les uns par rapport aux autres à vitesse constante ; ceci
est possible si ces observateurs appréhendent l'espace et le temps de manière
di�érente, chacun ayant ses propres critères pour évaluer les distances et les
durées . C'est une idée d'une richesse incroyable : il su�t de tirer le �l, pour
voir surgir toute la théorie de la Relativité.

3 La transformation de Lorentz

Plaçons-nous pour commencer dans un espace à une dimension (sur une
droite) ; un observateur repèrera un événement quelconque par sa coordonnée
spatiale (l'abscisse x du lieu où se produit l'événement) et par sa coordonnée
temporelle (l'instant t).
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Si un autre observateur, se déplaçant à la vitesse v par rapport au premier,
observe le même événement, il lui attribuera d'autres coordonnées : x' et t'.

On suppose que les deux observateurs se sont mis d'accord sur l'origine du
repère : si x=0 et t=0, alors x'=0 et t'=0. On suppose de plus que les coordon-
nées (x', t') s'obtiennent à partir de (x, t) de la manière la plus simple possible,
à savoir par une transformation linéaire, et que cette transformation est symé-
trique : les mêmes formules doivent pouvoir être utilisées aussi bien pour calculer
(x', t') en fonction de (x, t), que pour calculer (x, t) en fonction de (x', t') ; seule
la vitesse changera de signe.

Nous posons donc :

 x′ = αx+ βt

t′ = δx+ γt

Il faut calculer α, β, γ et δ. Pour cela, nous prenons en compte quatre contraintes :

a) Si x = 0 : l'événement considéré est confondu (spatialement) avec le pre-
mier observateur, donc, pour le second, il doit véri�er : x' = -v t' (puisque le
premier observateur se déplace à la vitesse -v par rapport au second). On a donc :

x' = β t, t' = γ t, x' = -v t', donc : β = -v γ.

b) Si x' = 0 : l'événement considéré est confondu (spatialement) avec le se-
cond observateur, donc, pour le premier, il doit véri�er : x = v t (puisque le
second observateur se déplace à la vitesse v par rapport au premier). On a donc :

α x + β t = 0 et x = v t, donc α v + β = 0, donc β = -α v ; ce qui im-
plique que α = γ.

Notre système devient :

 x′ = γx− γvt

t′ = δx+ γt

c) Si x = c t : cette équation traduit le déplacement d'un rayon lumineux parti
du point origine à l'instant t=0 ; la vitesse de la lumière étant la même pour le
second observateur, on aura nécessairement x' = c t'. Par conséquent :
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x' = γ c t - γ v t, t' = δ c t + γ t, x' = c t', d'où :

γ c t - γ v t = δ c2 t + γ c t, donc δ= -γ v
c2 .

Notre système devient :

 x′ = γ(x− vt)

t′ = γ
(
− vxc2 + t

)
d) Par symétrie, on doit avoir aussi : x = γ(x′ + vt′) et t = γ

(
vx′

c2 + t′
)
;

faisons une substitution, par exemple dans la première des équations ci-dessus :

x′ = γ(x− vt) = γ

(
γ(x′ + vt′)− vγ

(
vx′

c2
+ t′

))
x′ = γ2x′ + γ2vt′ − γ2 v

2

c2
x′ − γ2vt′ = γ2

(
1− v2

c2

)
x′,

donc γ =
1√

1− v2

c2

.

Finalement, le système s'écrit :


x′ = x−vt√

1− v2

c2

t′ =
− vx
c2

+t√
1− v2

c2

Si on se place maintenant dans un espace à trois dimensions (la vitesse v étant
toujours supposée parallèle à l'axe des x), on peut écrire :



x′ = γ(x− vt)

y′ = y

z′ = z

t′ = γ
(
− vxc2 + t

)
où γ =

1√
1− v2

c2

.
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Ces formules célèbres, connues sous le nom de "transformation de Lorentz",
nous propulsent d'emblée au c÷ur de la Relativité ; elles ont eu un retentisse-
ment considérable sur l'ensemble de la physique : non seulement sur la concep-
tion de l'espace et du temps, mais aussi, entre autres, dans les domaines de
l'électromagnétisme de Maxwell ou de l'énergie des atomes, où ce nouvel éclai-
rage a apporté des simpli�cations spectaculaires.

On doit bien garder à l'esprit que la transformation de Lorentz n'est rien d'autre
qu'un ensemble de formules de changement de repère : elle décrit le changement
de "perspective" (ou de "point de vue") quand on passe d'un système inertiel
(ou galiléen) à un autre. Ces systèmes inertiels sont des systèmes de coordon-
nées spatio-temporelles se déplaçant les uns par rapport aux autres à vitesse
rectiligne et uniforme.

La transformation de Lorentz n'est pas censée décrire le passage d'un système
inertiel à un système accéléré, ou en rotation. On peut s'en convaincre facile-
ment :

- Imaginons un système inertiel associé à deux observateurs A et B ; on pourra
supposer que leur vitesse est nulle. Ils observent, par exemple, un point P im-
mobile, situé à la distance x (dans leur repêre commun). Supposons que l'obser-
vateur B accélère en direction de P : sa vitesse passe de 0 à dv en un temps très
court dt, puis se stabilise. Alors, pour B, la distance apparente de P passe de x à

x√
1− (dv)2

c2

, ce qui fait une variation : dx′ = x

 1√
1− (dv)2

c2

− 1

 pendant le temps

dt ; ce qui donne une vitesse apparente dx′

dt′ , qu'on peut calculer précisément en
partant de la transformation de Lorentz, puis en dérivant x′ et t′ par rapport à
t (attention : x est supposé constant, mais v est variable). Il est facile de choisir
x, dv et dt de telle sorte que cette vitesse apparente soit égale ou supérieure à
c. Mais la vitesse apparente n'est qu'une illusion !

- Imaginons maintenant que l'obsevateur B se mette à tourner sur lui-même,
avec le repère qui lui est associé, à la vitesse angulaire ω. Alors, dans ce repère,
le point P semblera tourner en sens inverse à la vitesse apparente x ω. On peut
très bien choisir x et ω de telle sorte que cette vitesse apparente soit égale ou
supérieure à c.

Une vitesse égale (ou supérieure) à c pour un observateur, nulle pour l'autre ?
Ceci semble contredire le postulat selon lequel la vitesse de la lumière serait une
constante universelle ! Il faut donc préciser qu'elle est constante par rapport à
tous les systèmes inertiels (galiléens). Les repères accélérés ou en rotation pro-
duisent des mirages ...
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4 Contraction des règles et ralentissement des

horloges

Imaginons deux observateurs (O et O') en mouvement uniforme l'un par
rapport à l'autre ; supposons que le premier dispose d'une règle immobile par
rapport à son repère, parallèle à la vitesse relative v, de longueur ∆x. Le second
observateur (O') note, à l'instant t′, la position apparente des extrémités de
cette règle ; il enregistre leur distance ∆x′. On a alors :

∆t′ =
∆t− v ∆x

c2√
1− v2

c2

= 0, donc ∆t = v ∆x
c2 ;

∆x′ =
∆x− v ∆t√

1− v2

c2

=
∆x− v2 ∆x

c2√
1− v2

c2

=
∆x (1− v2

c2 )√
1− v2

c2

=

√
1− v2

c2
∆x.

Ceci signi�e que la règle paraîtra plus courte pour l'observateur O' que pour
O : c'est ce qu'on appelle la contraction des règles en mouvement. Cette illusion
vient du fait que O' croit observer les deux extrémités de la règle au même
instant ; mais selon le point de vue de O, l'intervalle temporel ∆t n'est pas nul :
la simultanéité est une notion subjective.

Considérons maintenant une horloge liée au repère O ; le premier observateur
note successivement deux positions des aiguilles, et note l'écart temporel ∆t.
L'horloge est immobile, donc ∆x = 0. L'observateur O', pour les mêmes événe-
ments, note l'écart temporel :

∆t′ =
∆t− v ∆x

c2√
1− v2

c2

= ∆t√
1− v2

c2

.

Ceci signi�e que l'écart temporel va sembler plus long pour O' que pour O.
C'est ce qu'on appelle le ralentissement des horloges en mouvement. Cette illu-
sion vient du fait que les deux événements, observés "au même endroit" par O,
sont vus "à des endroits di�érents" par O'.
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5 La formule relativiste de composition des vi-

tesses colinéaires

Plaçons-nous pour le moment dans un espace à une dimension (sur une
droite) ; trois observateurs A, B, C se situent, à l'instant t=0, au point ori-
gine (x=0) et se déplacent à vitesse constante. Pour A, le mobile B se déplace
à la vitesse v1 (donc pour B, le déplacement de A est décrit par l'équation :
x1 = −v1t) ; pour B, le mobile C se déplace à la vitesse v2 (équation : x2 = v2t).
Notons v3 la vitesse de C mesurée par A. En mécanique classique (galiléenne),
on aurait : v3 = v1 + v2 et v2 = v3 − v1. Ce n'est pas le cas en mécanique
relativiste. On notera : v3 = v1 ⊕ v2, et v2 = v3 	 v1.

Considérons l'ensemble des "points d'espace-temps" (événements) dont les coor-
données (x2, t), dans le repère lié à B, véri�ent x2 = v2 t : c'est la trajectoire de
C. Transformons x2 et t par la transformation de Lorentz, pour voir comment
apparaît cette trajectoire, vue par A (dont la vitesse par rapport à B est −v1).
On obtient :

x′2 =
x2 + v1t√

1− v2
1

c2

et t′ =
v1x2

c2 + t√
1− v2

1

c2

.

Remplaçons x2 par v2 t ; il vient :

x′2 =
v2t+ v1t√

1− v2
1

c2

et t′ =
v1v2t
c2 + t√
1− v2

1

c2

.

On obtient v3 en divisant x′2 par t' :

v1 ⊕ v2 = v3 =
v1t+ v2t
v1v2t
c2 + t

=
v1 + v2

1 + v1v2

c2
.

La formule générale de la composition des vitesses colinéaires est donc :

v1 ⊕ v2 =
v1 + v2

1 + v1v2

c2
.

6 Composition des vitesses non colinéaires

Nous nous plaçons maintenant dans un espace à deux dimensions (plan) ; le
mobile B se déplace sur l'axe des abscisses à la vitesse v1 (par rapport à A) ; le
mobile C se déplace à la vitesse v2, par rapport à B, et sa direction forme, avec
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l'axe des abscisses, un angle β (selon le point de vue de B).

Donc pour B, la trajectoire de A est caractérisée par : x1 = −v1t, y1 = 0 ;

et celle de C est caractérisée par : x2 = v2 t cosβ, y2 = v2 t sinβ.

Par la transformation de Lorentz, transportons-nous en A, et étudions la tra-
jectoire de C :

x′2 =
x2 + v1t√

1− v2
1

c2

, y′2 = y2 et t′ =
v1x2

c2 + t√
1− v2

1

c2

.

Remplaçons x2 par v2 t cosβ, et y2 par v2 t sinβ :

x′2 =
v2 t cosβ + v1t√

1− v2
1

c2

, y′2 = v2 t sinβ, t
′ =

v1v2 t cosβ
c2 + t√
1− v2

1

c2

.

La vitesse de C (observée par A) a une composante v3x parallèle à l'axe des
abscisses, et une composante v3y parallèle à l'axe des ordonnées.
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
v3x =

x′2
t′ = v2 t cosβ+v1t

v1v2 t cosβ

c2
+t

;

v3y =
y′2
t′ = v2 t sinβ

v1v2 t cosβ

c2
+t

√
1− v2

1

c2 ;


v3x = v2 cosβ+v1

1+
v1v2 cosβ

c2

;

v3y = v2 sinβ

1+
v1v2 cosβ

c2

√
1− v2

1

c2 .

On peut interpréter cette formule de manière simple. Décomposons le vecteur
~v2 en deux composantes, l'une parallèle à ~v1, l'autre perpendiculaire à ~v1. La
première composante a pour mesure v2.cosβ, la seconde v2.sinβ. Multiplions

la seconde composante par

√
1− v2

1

c2 . Appelons
~v′2 le vecteur ainsi obtenu. Sa

composante parallèle à ~v1 est donc v2.cosβ (comme celle de ~v2), et sa composante

perpendiculaire à ~v1 est v2.sinβ.

√
1− v2

1

c2 . On a alors :

~v1 ⊕ ~v2 =
~v1 + ~v′2

1 +
~v1. ~v′2
c2

=
~v1 + ~v′2

1 + v1v2 cosβ
c2

.

On peut remarquer que la composition des vitesses n'est pas commutative, car

~v1 + ~v′2 6= ~v′1 + ~v2.

Calculons le module de v3 :

v2
3 = v2

3x + v2
3y =

(v2 cosβ + v1)2 + (v2 sinβ)2(1− v2
1

c2 )

(1 + v1v2 cosβ
c2 )2

v2
3 =

v2
2 cos

2β + 2v1v2cosβ + v2
1 + v2

2sin
2β − v2

1v
2
2sin

2β
c2

(1 + v1v2 cosβ
c2 )2

v2
3 =

v2
1 + v2

2 + 2v1v2cosβ − v2
1v

2
2(1−cos2β)
c2

(1 + v1v2 cosβ
c2 )2
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v2
3 =

v2
1 + v2

2 + 2v1v2cosβ − v2
1v

2
2

c2 +
v2
1v

2
2cos

2β
c2

(1 + v1v2 cosβ
c2 )2

v2
3 =

(
c+ v1v2cosβ

c

)2

− c2 + v2
1 + v2

2 −
v2
1v

2
2

c2

(1 + v1v2 cosβ
c2 )2

v2
3 =

c2
(

1 + v1v2cosβ
c2

)2

− c2
(

1− v2
1

c2 −
v2
2

c2 +
v2
1v

2
2

c4

)
(1 + v1v2 cosβ

c2 )2

v2
3 = c2 −

c2
(

1− v2
1

c2

)(
1− v2

2

c2

)
(

1 + v1v2 cosβ
c2

)2

v3 = c

√√√√√√1−

(
1− v2

1

c2

)(
1− v2

2

c2

)
(

1 + v1v2 cosβ
c2

)2

Appelons γ l'angle du triangle ayant pour sommet B (donc le supplémentaire
de β) ; alors :

v3 = c

√√√√√1−

(
1− v2

1

c2

)(
1− v2

2

c2

)
(
1− v1v2 cosγ

c2

)2
De même, pour l'angle α, par exemple :

v2 = c

√√√√√1−

(
1− v2

1

c2

)(
1− v2

3

c2

)
(
1− v1v3 cosα

c2

)2
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On peut écrire aussi :

1− v2
2

c2
=

(
1− v2

1

c2

)(
1− v2

3

c2

)
(
1− v1v3 cosα

c2

)2
Cette égalité montre clairement que, si deux des vitesses v1, v2 et v3 sont stric-
tement inférieures à c, la troisième l'est aussi.

Dans un but qui apparaîtra plus loin, exprimons encore cosα en fonction des
trois vitesses :

(
1− v1v3 cosα

c2

)√
1− v2

2

c2
=

√
1− v2

1

c2

√
1− v2

3

c2

cosα =
c2

v1v3

1−

√
1− v2

1

c2

√
1− v2

3

c2√
1− v2

2

c2



7 Vitesse et rapidité

Revenons à la dimension un (déplacements sur une droite). Composons une
vitesse v quelconque avec une vitesse élémentaire dw ; nous obtenons :

v + dw

1 + vdw
c2

La variation de la vitesse v est alors :

dv =
v + dw

1 + vdw
c2

− v =
v + dw

1 + vdw
c2

−
v + v2dw

c2

1 + vdw
c2

=
(1− v2

c2 )dw

1 + vdw
c2

.
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Si on fait tendre dw vers 0, le quotient dv
dw tend vers 1 − v2

c2 , ou, si on pré-

fère : dw =
dv

1− v2

c2

= γ (pour dv et dw "in�niment petits").

En intégrant, nous obtenons :

w = c Log

√
c+ v

c− v
(à une constante près, que nous supposons nulle, pour avoir

w=0 quand v=0). Ce qui nous donne la formule fondamentale :

w

c
= Log

√
c+ v

c− v

qui peut s'écrire aussi :

v

c
= th

w

c
.

(La fonction th est la tangente hyperbolique ; nous utiliserons aussi les fonc-
tions ch et sh, qui représentent le cosinus et le sinus hyperboliques. En cas de
besoin, on pourra se reporter au petit aide-mémoire qui �gure à la �n de cet
article.)

Par opposition à la vitesse usuelle (v), on donne parfois le nom de "rapidité" à w.

Remarquons que w tend vers l'in�ni quand v tend vers c.

Cette "rapidité" peut être utilisée avec pro�t en mécanique relativiste : nous
dirons plus loin quelques mots sur ses liens avec l'impulsion et l'énergie.

L'autre intérêt des rapidités est qu'elles s'additionnent comme en mécanique
classique (au moins lorsqu'elles sont colinéaires).

Considérons deux vitesses usuelles (sur une même droite) : v1 et v2, et leur

composée : v = v1 ⊕ v2 =
v1 + v2

1 + v1v2

c2
. Appelons w1, w2, w les rapidités associées

à v1, v2 et v. L'égalité ci-dessus donne :

th
w

c
=

thw1

c + thw2

c

1 + thw1

c th
w2

c

= th
w1 + w2

c
,
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ce qui entraîne que w = w1 + w2.

Nous avons dit que thwc = v
c ; par conséquent :

ch
w

c
=

1√
1− th2w

c

=
1√

1− v2

c2

sh
w

c
= th

w

c
ch
w

c
=

v
c√

1− v2

c2

Revenons à la transformation de Lorentz, sous sa forme la plus simple (di-
mension un).

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

= x ch
w

c
− ct shw

c
;

ct′ = c
−vxc2 + t√

1− v2

c2

= −x shw
c

+ ct ch
w

c
.

Ceci peut s'exprimer simplement par une matrice :(
ct′

x′

)
=

(
chwc −shwc
−shwc chwc

)(
ct
x

)
, ou encore :(

ct′

ix′

)
=

(
chwc i shwc
−i shwc chwc

)(
ct
ix

)
=

(
cos iwc sin iwc
−sin iwc cos iwc

)(
ct
ix

)
.

(Rappelons que cos iφ = ch φ et que sin iφ = i sh φ.)

La dernière matrice présente une ressemblance formelle avec celle d'une rota-
tion, mais avec un angle imaginaire : iwc ; ne cherchons pas à l'interpréter ; no-
tons seulement que les rotations conservent les longueurs, donc (ct′)2 + (ix′)2 =
(ct)2 + (ix)2, ou c2t′2 − x′2 = c2t2 − x2 ; notons s =

√
c2t2 − x2 (ou, si on pré-

fère : s =
√
x2 − c2t2) ; s est l'invariant de Minkowski (distance d'espace-temps).

Remarquons encore que l'additivité des rapidités est con�rmée par l'égalité sui-
vante :

(
chw1

c −shw1

c
−shw1

c chw1

c

)(
chw2

c −shw2

c
−shw2

c chw2

c

)
=

(
chw1+w2

c −shw1+w2

c
−shw1+w2

c chw1+w2

c

)

Dans un espace de dimension 3 (donc dans l'espace-temps de Minkowski, de
dimension 4) la transformation de Lorentz s'écrit :

14




ct′

x′

y′

z′

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct
x
y
z

, ou bien :


ct′

ix′

iy′

iz′

 =


chwc i shwc 0 0
−i shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct
ix
iy
iz

 =


cos iwc sin iwc 0 0
−sin iwc cos iwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct
ix
iy
iz

 ,

où la vitesse relative des deux observateurs est supposée parallèle à l'axe des x ;
l'invariant de Minkowski (conservé par cette transformation) est : s =

√
c2t2 − (x2 + y2 + z2).

Nous pouvons exprimer la transformation de Lorentz d'une autre manière en-
core :

ct′ + x′ = (ct ch
w

c
− x shw

c
) + (x ch

w

c
− ct shw

c
) = (ct+ x)(ch

w

c
− shw

c
) ;

ct′ − x′ = (ct ch
w

c
− x shw

c
)− (x ch

w

c
− ct shw

c
) = (ct− x)(ch

w

c
+ sh

w

c
).

Comme chwc − sh
w
c = e−

w
c et chwc + shwc = e

w
c , on obtient :

ct′ + x′ = (ct+ x)e−
w
c et ct′ − x′ = (ct− x)e

w
c ; en résumé :


ct′ − x′
ct′ + x′

y′

z′

 =


e
w
c 0 0 0

0 e−
w
c 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct− x
ct+ x
y
z

 .

Nous allons maintenant étudier la composition des rapidités dans l'espace à deux
(ou trois) dimensions.

8 La composition des rapidités dans l'espace

Reprenons la formule du cosinus, établie dans la section sur la composition
des vitesses dans l'espace :

cosα =
c2

v1v3

1−

√
1− v2

1

c2

√
1− v2

3

c2√
1− v2

2

c2


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et remplaçons vi
c par thwic (i=1, 2, 3).

Remarquons que

√
1− v2

i

c2 =
√

1− th2wi
c = 1

ch
wi
c

. Nous obtenons :

cosα =
c2

v1v3

1−

√
1− v2

1

c2

√
1− v2

3

c2√
1− v2

2

c2

 =
1

thw1

c th
w3

c

1−

√
1− v2

1

c2

√
1− v2

3

c2√
1− v2

2

c2



cosα =
1

thw1

c th
w3

c

(
1−

chw2

c

chw1

c ch
w3

c

)

cosα =
chw1

c ch
w3

c

shw1

c sh
w3

c

(
chw1

c ch
w3

c − ch
w2

c

chw1

c ch
w3

c

)

cosα =
chw1

c ch
w3

c − ch
w2

c

shw1

c sh
w3

c

ch
w2

c
= ch

w1

c
ch
w3

c
− shw1

c
sh
w3

c
cosα

Nous reconnaissons ici la "loi des cosinus" (ou théorème d'Al-Kashi) sous sa
version hyperbolique. Ceci signi�e que si nous voulons représenter les rapidités
dans un espace tridimensionnel (l'"espace des rapidités"), cet espace ne peut
pas être euclidien : il doit être hyperbolique (à courbure négative constante).

Bien entendu, la formule ci-dessus est valable pour les autres angles du tri-
angle : il su�t de permuter convenablement les mesures des côtés, c'est-à-dire
w1, w2 et w3.

9 Métrique hyperbolique de l'espace des rapidi-

tés

Précisons d'abord le plus clairement possible ce qu'est cet espace des rapi-
dités.
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On peut imaginer qu'un observateur (lié à un repère galiléen) mesure les
vitesses de di�érents mobiles par rapport à lui-même ; à chaque mobile, il asso-
cie un vecteur vitesse, qu'il peut représenter par un point dans un "diagramme
des vitesses" (boule de rayon c dans un espace à 3 dimensions), ou dans un
"diagramme des rapidités" (rayon in�ni). Deux mobiles galiléens ayant la même
vitesse sont représentés par un même point. Bien entendu, la rapidité ainsi dé-
�nie est de même direction que la vitesse correspondante, mais pas de même
module, puisque v

c = th w
c .

On désire dé�nir la notion de distance dans le diagramme des rapidités ;
celui-ci deviendra alors un espace métrique, au sens mathématique du terme.
Pour cela, on commence par les droites passant par l'origine O. Deux points A1

et A2 situés sur une telle droite représentent les rapidités de deux mobiles M1

et M2 (relatives à O) : ~w1 et ~w2 (vecteurs colinéaires). On dé�nit les distances
de la façon suivante : OA1 = w1

c , OA2 = w2

c et A1A2 = w2

c −
w1

c (en supposant
w2 > w1). Ceci est cohérent en raison de l'additivité des rapidités colinéaires :
w2 − w1 est la rapidité de M2 par rapport à M1, mesurée par M1 (ou M2).

Supposons maintenant que les points O, A1 et A2 ne soient pas alignés (au-
trement dit que ~w1 et ~w2 ne soient pas colinéaires). Les trois points forment
un triangle (trois côtés, trois angles) mais l'observateur initial n'est habilité que
pour faire trois mesures : deux longueurs de côtés (OA1 et OA2) et un angle :̂A1OA2 ; pour le troisième côté (A1A2) et les deux autres angles ( ̂OA1A2 et̂OA2A1) il doit "demander l'avis" de M1 et M2. Il faut donc faire un change-
ment de repère galiléen, ce qui se fait grâce à la transformation de Lorentz.

On doit bien se rappeler que les côtés des triangles représentent des rapidités
relatives, et non des distances spatiales ; la rapidité relative entre deux mobiles
doit être mesurée par un observateur lié à l'un ou à l'autre de ces mobiles, ou
ayant la même rapidité que l'un d'eux ; les autres observateurs ne sont pas qua-
li�és pour faire cette mesure. Un observateur est quali�é pour mesurer l'angle
entre deux rapidités s'il est quali�é pour mesurer les deux rapidités.

Comme nous l'avons vu dans la section précédente (et également dans la
section 5), il est possible, connaissant les mesures des trois côtés d'un triangle,
de calculer la mesure d'un angle.

Notons a1 = w1

c , a2 = w2

c et a3 = w3

c les mesures des trois côtés, et α1, α2

et α3 les mesures des angles opposés, respectivement, à ces trois côtés. D'après
les calculs qui précèdent (et qui se basent, rappelons-le, sur la transformation
de Lorentz), on a :

cosα1 =
ch(a2) ch(a3)− ch(a1)

sh(a2) sh(a3)

cosα2 =
ch(a3) ch(a1)− ch(a2)

sh(a3) sh(a1)
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cosα3 =
ch(a1) ch(a2)− ch(a3)

sh(a1) sh(a2)

Ou encore :

ch(a1) = ch(a2).ch(a3)− sh(a2).sh(a3).cosα1

ch(a2) = ch(a3).ch(a1)− sh(a3).sh(a1).cosα2

ch(a3) = ch(a1).ch(a2)− sh(a1).sh(a2).cosα3

Cette formule est appelée : loi des cosinus ou théorème d'Al-Kashi hyper-
bolique ; elle est caractéristique des espaces hyperboliques (espaces de Lobat-
chevski, ou espaces de Riemann à courbure négative constante). C'est une clé
tout-à-fait remarquable pour pénétrer dans l'univers des espaces hyperboliques :
en e�et, à partir de cette seule formule, il est possible d'en démontrer une mul-
titude d'autres.

L'une des conséquences de la courbure hyperbolique est que la somme des
angles d'un triangle est inférieure à 180o.

A titre d'exemple, imaginons un triangle équilatéral ayant pour côtés : a1 =
a2 = a3 = a, et pour angles : α1 = α2 = α3 = α.

cosα =
ch2(a)− ch(a)

sh2(a)
=
ch(a)(ch(a)− 1)

ch2(a)− 1
=

ch(a)(ch(a)− 1)

(ch(a) + 1)(ch(a)− 1)

cosα =
ch(a)

ch(a) + 1
=

1

1 + 1
ch(a)
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Quand a tend vers 0, ch(a) tend vers 1, donc cosα tend vers 0.5, α tend vers
60o, et la somme des angles du triangle tend vers 180o.

Quand a tend vers l'in�ni, ch(a) tend vers l'in�ni, donc cosα tend vers 1, α
tend vers 0o, et la somme des angles du triangle tend vers 0o.

Une autre particularité des espaces hyperboliques est que le périmètre d'un
cercle divisé par son diamètre donne un quotient supérieur à π.

Considérons un triangle ayant deux côtés égaux : a2 = a3 = r (deux rayons d'un
même cercle) et un troisième côté "in�nitésimal" : a1 = dp. Notons dα = dα1

l'angle (in�nitésimal) opposé à dp.

cos(dα) =
ch2(r)− ch(dp)

sh2(r)

Remplaçons cos(dα) par 1 − (dα)2

2 et ch(dp) par 1 + (dp)2

2 (développements
limités) ; nous obtenons :

1− (dα)2

2
=
ch2(r)− (1 + (dp)2

2 )

sh2(r)
=
sh2(r)− (dp)2

2

sh2(r)
= 1− (dp)2

2 sh2(r)
,

donc dp = sh(r) dα.

En intégrant de 0 à 2π, on obtient le périmètre : p = 2π sh(r).
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Le quotient du périmètre du cercle par son diamètre est donc égal à π
sh(r)

r
.

Quand r tend vers 0, ce quotient tend vers π ; quand r tend vers l'in�ni, il
tend vers l'in�ni.

Une conséquence importante est la suivante : quand on compose une rapidité ~w
avec une rapidité élémentaire ~dw perpendiculaire à ~w (accélération normale), la
rapidité ~w tourne d'un angle dα donné par la formule :

dα =
dw

c shwc
.

Appliquons maintenant la loi des cosinus à un triangle rectangle, pour obte-
nir l'équivalent du théorème de Pythagore en géométrie hyperbolique ; posons
α1 = 90o.

On a : cos α1 =
ch(a2) ch(a3)− ch(a1)

sh(a2) sh(a3)
= 0, et, par conséquent :
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ch(a1) = ch(a2) ch(a3).

Dans un triangle rectangle hyperbolique, le cosinus hyperbolique de l'hypo-
ténuse est égal au produit des cosinus hyperboliques des deux autres côtés.

Si les côtés du triangle sont su�samment petits, on peut remplacer ch(a1),

ch(a2) et ch(a3) par 1 +
a2

1

2 , 1 +
a2

2

2 et 1 +
a2

3

2 (développements limités au

second ordre) ; l'égalité devient : 1 +
a2

1

2 ≈ (1 +
a2

2

2 ) (1 +
a2

3

2 ) ≈ 1 +
a2

2

2 +
a2

3

2 ,
d'où on tire :
a2

1

2 ≈
a2

2

2 +
a2

3

2 , donc a2
1 ≈ a2

2 + a2
3, ce qui est la forme classique du théorème

de Pythagore.

Pour utiliser e�cacement l'espace des rapidités, il est important de bien
comprendre que ce n'est pas un espace vectoriel (ou a�ne) : la notion de paral-
lélisme n'y est pas dé�nie comme dans un espace euclidien ; les parallélogrammes
n'existent pas ; par conséquent, l'égalité vectorielle et l'addition vectorielle (dé�-
nie selon la "règle du parallélogramme") n'ont aucun sens. Ce qu'on peut dé�nir,
c'est la composition de déplacements. Un déplacement équivaut à un change-
ment d'origine, autrement dit à un changement de repère galiléen. On peut donc
considérer que la transformation de Lorentz a pour rôle de dé�nir la notion de
déplacement dans l'espace des rapidités.

On peut se demander si le recours aux rapidités ne complique pas les cal-
culs : tout ce qui peut être calculé à l'aide des rapidités peut l'être aussi avec
les vitesses, sans faire intervenir un espace hyperbolique. Mais la composition
des vitesses, relativement simple en dimension un, se complique beaucoup en
dimensions deux ou trois ; le recours aux rapidités peut être alors plus e�cace,
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à condition de posséder la boîte à outils adaptée : un formulaire aussi complet
que possible de triangulation hyperbolique.

10 Autres formules de trigonométrie hyperbolique

Voici encore quelques formules concernant le triangle quelconque ; toutes
peuvent être démontrées à l'aide de la loi des cosinus.

Loi des sinus :
sin(α1)

sh(a1)
=
sin(α2)

sh(a2)
=
sin(α3)

sh(a3)

On peut écrire aussi :

sin2(α1).sh2(a2).sh2(a3) = sin2(α2).sh2(a3).sh2(a1) = sin2(α3).sh2(a1).sh2(a2)
.... = 1 + 2 ch(a1).ch(a2).ch(a3)− (ch2(a1) + ch2(a2) + ch2(a3)).

Connaissant les mesures des trois angles d'un triangle, il est possible de cal-
culer les mesures des trois côtés. Ceci peut surprendre, car c'est évidemment
impossible en géométrie euclidienne ! On utilisera les formules suivantes :

ch(a1) = cos(α2).cos(α3)+cos(α1)
sin(α2).sin(α3)

ch(a2) = cos(α3).cos(α1)+cos(α2)
sin(α3).sin(α1)

ch(a3) = cos(α1).cos(α2)+cos(α3)
sin(α1).sin(α2)
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Nous dirons que deux formules sont conjuguées si on peut passer de l'une
à l'autre en remplaçant ch(an) par −cos(αn), cos(αn) par −ch(an), sh(an)
par i sin(αn), sin(αn) par −i sh(an) (n=1,2,3). On peut véri�er que les trois
formules ci-dessus sont les conjuguées des trois formules de base (qui consti-
tuent la loi des cosinus). D'autre part, les formules cos2(αn) + sin2(αn) = 1
et ch2(an) − sh2(an) = 1 sont aussi conjuguées. Donc si une autre formule,
construite à partir de ces briques élémentaires, est vraie, sa conjuguée le sera
aussi.

Connaissant un côté et ses deux angles adjacents, on peut calculer l'angle
opposé grâce aux formules suivantes, qui découlent directement des précédentes
(puis on utilise la loi des sinus pour obtenir les deux autres côtés) :

cos(α1) = ch(a1).sin(α2).sin(α3)− cos(α2).cos(α3)

cos(α2) = ch(a2).sin(α3).sin(α1)− cos(α3).cos(α1)

cos(α3) = ch(a3).sin(α1).sin(α2)− cos(α1).cos(α2)

On peut remarquer que, si a1 6= 0, alors ch(a1) > 1, donc :

cos(α1) > sin(α2).sin(α3)− cos(α2).cos(α3)

cos(α1) > −cos(α2 + α3)

cos(α1) > cos(π − (α2 + α3))

α1 < π − (α2 + α3)

α1 + α2 + α3 < π

Ceci prouve que la somme des angles d'un triangle quelconque (à côtés non
nuls) est toujours inférieure à 180o.

Connaissant un angle et ses deux côtés adjacents, on peut calculer le côté
opposé (puis on utilise la loi des sinus pour obtenir les deux autres angles) :

ch(a1) = ch(a2).ch(a3)− sh(a2).sh(a3).cos(α1)

ch(a2) = ch(a3).ch(a1)− sh(a3).sh(a1).cos(α2)

ch(a3) = ch(a1).ch(a2)− sh(a1).sh(a2).cos(α3)

Connaissant deux côtés et les deux angles opposés, on peut calculer le troi-
sième angle et le troisième côté :
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cos(α1) = ch(a2).ch(a3).sin(α2).sin(α3)−cos(α2).cos(α3)
sh(a2).sh(a3).sin(α2).sin(α3)+1

cos(α2) = ch(a3).ch(a1).sin(α3).sin(α1)−cos(α3).cos(α1)
sh(a3).sh(a1).sin(α3).sin(α1)+1

cos(α3) = ch(a1).ch(a2).sin(α1).sin(α2)−cos(α1).cos(α2)
sh(a1).sh(a2).sin(α1).sin(α2)+1

ch(a1) = cos(α2).cos(α3).sh(a2).sh(a3)+ch(a2).ch(a3)
sin(α2).sin(α3).sh(a2).sh(a3)+1

ch(a2) = cos(α3).cos(α1).sh(a3).sh(a1)+ch(a3).ch(a1)
sin(α3).sin(α1).sh(a3).sh(a1)+1

ch(a3) = cos(α1).cos(α2).sh(a1).sh(a2)+ch(a1).ch(a2)
sin(α1).sin(α2).sh(a1).sh(a2)+1

Revenons maintenant sur le triangle rectangle ; on supposera que α1 = 90o ;
l'hypoténuse est donc a1. On a déjà vu que ch(a1) = ch(a2).ch(a3).

On peut démontrer de nombreuses autres formules ; en voici quelques-unes.

Calcul des côtés connaissant les angles :

ch(a1) = 1
tan(α2).tan(α3)

ch(a2) = cos(α2)
sin(α3)

ch(a3) = cos(α3)
sin(α2)

Calcul des angles connaissant les côtés :

cos(α2) = ch(a2).sh(a3)
sh(a1) = th(a3)

th(a1)
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cos(α3) = ch(a3).sh(a2)
sh(a1) = th(a2)

th(a1)

sin(α2) = sh(a2)
sh(a1)

sin(α3) = sh(a3)
sh(a1)

tan(α2) = th(a2)
sh(a3)

tan(α3) = th(a3)
sh(a2)

cos(α2 + α3) = sh(a2).sh(a3)
ch(a1)+1

cos(α2 − α3) = sh(a2).sh(a3)
ch(a1)−1

sin(α2 + α3) = ch(a2)+ch(a3)
ch(a1)+1

sin(α2 − α3) = ch(a2)−ch(a3)
ch(a1)−1

Liens entre un angle aigu, son côté adjacent et l'hypoténuse :

ch(a1) = ch(a3).cos(α2)√
1−ch2(a3).sin2(α2)

ch(a1) = ch(a2).cos(α3)√
1−ch2(a2).sin2(α3)

sh(a1) = sh(a3)√
1−ch2(a3).sin2(α2)

sh(a1) = sh(a2)√
1−ch2(a2).sin2(α3)

Voyons maintenant le cas du triangle équilatéral. Posons : α1 = α2 = α3 = α
et a1 = a2 = a3 = a.

cos(α) =
ch(a)

ch(a) + 1

ch(a) =
cos(α)

1− cos(α)

Remarquons au passage qu'un plan hyperbolique ne peut être pavé avec
des triangles équilatéraux (tous semblables) que pour certaines valeurs de α et
de a : il doit exister un nombre entier n supérieur à 6 tel que : α = 2π

n et
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a = argch

(
cos( 2π

n )
1−cos( 2π

n )

)
.

Passons au triangle isocèle. On posera : a2 = a3 = a et α2 = α3 = α.

cos(α1) = ch2(a)−ch(a1)
sh2(a)

ch(a1) = cos(α1)+cos2(α)
sin2(α)

cos(α) = ch(a).(ch(a1)−1)
sh(a).sh(a1)
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ch(a) = cos(α).(cos(α1)+1)
sin(α).sin(α1)

ch(a1) = cos2(α).sh2(a)+ch2(a)
sin2(α).sh2(a)+1

cos(α1) = ch2(a).sin2(α)−cos2(α)
sh2(a).sin2(α)+1

ch(a1) = ch2(a)− sh2(a).cos(α1)

Les formules suivantes seront les plus utiles :

tan(α) =
1

ch(a)
.

√
1 + cos(α1)

1− cos(α1)

th(a) =
1

cos(α)
.

√
ch(a1)− 1

ch(a1) + 1

Considérons maintenant un type de triangle bien particulier : un triangle
dont l'un des sommets (par exemple A1) est "à l'in�ni". Les points à l'in�ni
se dé�nissent comme en géométrie projective. Nous allons supposer que A2 et
A3 sont �xes, et que A1 se déplace sur une demi-droite d'origine A2. L'angle
α3 est constant. Si on fait tendre a3 vers l'in�ni, a2 tend vers l'in�ni et α1 vers 0.
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On étudie ensuite la limite de α3. On obtient :

cos(α3) =
th(a1)− cos(α2)

1− th(a1).cos(α2)

cos(α2) =
th(a1)− cos(α3)

1− th(a1).cos(α3)

th(a1) =
cos(α2) + cos(α3)

1 + cos(α2).cos(α3)

Si nous posons a1 = w
c , nous aurons : th(a1) = v

c , et les égalités ci-dessus
s'écriront :

cos(α3) =
v
c − cos(α2)

1− v
c .cos(α2)

cos(α2) =
v
c − cos(α3)

1− v
c .cos(α3)

v

c
=

cos(α2) + cos(α3)

1 + cos(α2).cos(α3)

L'importance des points à l'in�ni est considérable, puisqu'ils représentent la
vitesse de la lumière ; les formules ci-dessus nous seront donc utiles lorsque nous
étudierons, par exemple, l'aberration de la lumière ou l'e�et Doppler relativiste.

Nous allons nous intéresser maintenant au "théorème du cercle circonscrit
au triangle rectangle".

Considérons un cercle de centre O, de rayon r et de diamètre [AB] ; soit M
un point (distinct de A et B) appartenant à ce cercle. On sait qu'en géométrie
euclidienne, le triangle (AMB) est nécessairement rectangle en M . Qu'en est-il
en géométrie hyperbolique ?

Nous noterons φ = ÂOM ; donc M̂OB = π − φ.

Les triangles (AOM) et (MOB) étant isocèles, nous allons leur appliquer la
formule de la tangente (vue au paragraphe sur le triangle isocèle).
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tan(ÂMO) = 1
ch(r) .

√
1+cos(φ)
1−cos(φ)

tan(M̂OB) = 1
ch(r) .

√
1+cos(π−φ)
1−cos(π−φ) = 1

ch(r) .
√

1−cos(φ)
1+cos(φ)

tan(ÂMB) = tan(ÂMO + M̂OB) = tan(ÂMO)+tan(M̂OB)

1−tan(ÂMO).tan(M̂OB)

tan(ÂMB) =

1
ch(r)

.

√
1+cos(φ)
1−cos(φ)

+ 1
ch(r)

.

√
1−cos(φ)
1+cos(φ)

1− 1
ch(r)

.

√
1+cos(φ)
1−cos(φ)

. 1
ch(r)

.

√
1−cos(φ)
1+cos(φ)

=

1
ch(r)

.

(√
1+cos(φ)
1−cos(φ)

+

√
1−cos(φ)
1+cos(φ)

)
1− 1

ch2(r)

tan(ÂMB) = ch(r)
ch2(r)−1 .

(1+cos(φ))+(1−cos(φ))√
(1−cos(φ)).(1+cos(φ))

= ch(r)
sh2(r) .

2√
1−cos2(φ)

tan(ÂMB) =
2 ch(r)

sh2(r).sin(φ)

Supposons r �xé. Si on fait tendre φ vers 0 ou vers π, alors sin(φ) tend vers

0, donc tan(ÂMB) tend vers l'in�ni, ce qui veut dire que ÂMB tend vers π
2 ;

sinon, ÂMB est inférieur à π
2 .

Supposons φ �xé. Si on fait tendre r vers 0, ÂMB tend vers π
2 ; si on fait

tendre r vers l'in�ni, ÂMB tend vers 0.
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Voici encore quelques formules, qui seront moins utiles dans les calculs rela-
tivistes, mais qui aident à mieux appréhender les espaces hyperboliques. Pure
curiosité ...

Calcul de l'aire d'un disque de rayon r :

Un cercle de rayon x a pour périmètre 2 π sh(x), donc l'aire d'un disque de
rayon r est :

A =

∫ r

0

2 π sh(x) dx = 2 π [ch(x)]r0 = 2π(ch(r)− 1)

En développant ch(r) en série, on trouve : A ≈ πr2 + π r
4

12 + ...

Calcul de l'aire d'une sphère :

Par rapport à un espace euclidien, chaque portion in�nitésimale de cercle est

multipliée par sh(r)
r , et chaque portion de sphère par sh2(r)

r2 , donc l'aire d'une
sphère de rayon r est :

A = 4 π sh2(r) = 2π(ch(2r)− 1)

En développant ch(2r) en série, on trouve : A ≈ 4πr2 + 4
3πr

4 + ...

Volume d'une boule de rayon r :

V =

∫ r

0

4πsh2(x)dx = 4π

∫ r

0

ch(2x)− 1

2
dx = 2π

[
sh(2x)

2
− x
]r

0

V = π(sh(2r)− 2r)

En développant sh(2r) en série, on obtient : V ≈ 4
3πr

3 + 4
15πr

5 + ...

Nous allons maintenant nous amuser à calculer l'aire d'un triangle rectangle,
puis celle d'un triangle quelconque.
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Commençons par un triangle (A1A2A3) rectangle en A1.

Nous allons le décomposer en secteurs angulaires in�nitésimaux, de rayon
r = A2M , d'angle dα. (Le point M se déplace sur le segment [A1A3] ; l'angle

α = ̂A1A2M varie de 0 à α2.) Nous avons vu précédemment qu'un disque de
rayon r a pour aire A = 2π (ch(r)− 1), donc un secteur angulaire d'angle dα a
pour aire dA = (ch(r)− 1) dα.

Nous avons rencontré aussi la formule qui donne l'hypoténuse d'un triangle
rectangle en fonction de l'un des angles aigus et du côté adjacent ; appliquée au
triangle (A1A2M), elle donne :

ch(r) = cos(α)√
1

ch2(a3)
−sin2(α)

= ch(a3).cos(α)√
1−ch2(a3).sin2(α)

, donc :

dA = (ch(r)− 1) dα =

(
ch(a3).cos(α)√

1−ch2(a3).sin2(α)
− 1

)
dα ;

dA = (ch(r)− 1) dα = ch(a3).d(sin(α))√
1−ch2(a3).sin2(α)

− dα.

Posons : sin(u) = ch(a3).sin(α), autrement dit u = arcsin(ch(a3).sin(α)) ;
alors :

dA = d(sin(u))
cos(u) − dα = du− dα ;

A =
∫ α2

α=0
(du− dα) = arcsin(ch(a3).sin(α2))− α2.

Mais nous avons vu (dans le paragraphe sur le triangle rectangle) que ch(a3).sin(α2) =
cos(α3), et, comme cos(α3) = sin(π2 − α3), il vient :
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A = arcsin(sin(π2 − α3))− α2 = π
2 − α3 − α2.

Considérons maintenant un triangle quelconque (ABC), d'angles α , β et γ ;
il su�t de le partager en deux triangles rectangles (en traçant une hauteur) et
d'appliquer deux fois la formule ci-dessus, pour obtenir facilement :

A = π − (α+ β + γ).

Pour calculer l'aire d'un triangle en géométrie hyperbolique, on calcule la
somme de ses angles, et on la soustrait au nombre π.

Cette formule bien connue est l'une des plus étranges du bestiaire des ma-
thématiques !

11 Aberration de la lumière

Le phénomène de l'aberration de la lumière est observé depuis longtemps
par les astronomes : il est connu que la direction apparente d'une étoile, par
exemple, dépend de la vitesse de l'observateur. Nos observatoires astronomiques
étant situés sur la Terre, il est nécessaire de tenir compte du mouvement de celle-
ci autour du Soleil pour établir des cartes du ciel aussi précises que possible.
D'autres perturbations, dues par exemple au déplacement du Soleil dans la Ga-
laxie, sont jusqu'à présent négligées.

Classiquement, l'aberration était calculée en combinant la vitesse de la lu-
mière dans le vide avec la vitesse de l'observateur, selon le principe de l'addition
vectorielle. En relativité restreinte, le calcul se fait di�éremment.

Présentons l'aberration, pour commencer, dans un cadre classique, non re-
lativiste.

Dans un repère supposé immobile, un premier observateur se déplace à la
vitesse ~v, et échange des faisceaux lumineux avec un second observateur. A l'ins-
tant où le premier se trouve en A, le second se trouve en B.
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A ce même instant, le second observateur, situé en B reçoit, grâce à une
lunette astronomique, un faisceau lumineux qui a été envoyé par premier obser-
vateur quand il était en C1 ; ce faisceau a voyagé pendant le temps t1 = C1B

c .
Toujours au même instant, le second observateur envoie, grâce à un canon à
lumière, un faisceau lumineux destiné à atteindre le premier observateur quand
il sera en C2. Ce faisceau va voyager pendant le temps t2 = BC2

c . En posant
t = t1 + t2, on aura : C1A = v.t1, AC2 = v.t2 et C1C2 = v.t. L'observateur situé
en B va pouvoir mesurer l'angle entre sa lunette astronomique et son canon à
lumière : ̂C1BC2.

Supposons maintenant que le second observateur se déplace, comme le pre-
mier, à la vitesse ~v. En raison de l'aberration de la lumière, l'astronome ne va
plus braquer sa lunette vers C1, mais vers A. Il ne va plus braquer son canon à
lumière vers C2, mais également vers A. L'angle entre les deux instruments va
donc s'annuler. Ceci est d'ailleurs évident, puisque les deux observateurs sont
alors immobiles l'un par rapport à l'autre ; si on se place dans un repère lié à
l'un d'eux (donc aussi à l'autre), la vitesse ~v s'annule.

Etudions maintenant l'aberration dans un cadre relativiste.

Imaginons deux observateurs A et B ; supposons que B s'éloigne de A à la
vitesse ~v.

Dans le repère lié à A (le repère de référence), un photon C s'éloigne à la
vitesse ~c, formant avec ~v un angle α. On peut donc considérer que cet angle α
peut aller de 0 (lorsque la vitesse ~v du second observateur, et la vitesse ~c du
photon, dans le repère de référence, sont parallèles et de même sens) jusqu'à π
(lorsqu'elles sont parallèles et de sens contraire).

Si on e�ectue maintenant un changement de repère pour étudier le déplace-
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ment du photon observé par B, on va constater que son vecteur vitesse fait avec
~v un angle β di�érent de α.

Attention : notre �gure ne représente pas les mobiles A, B et C dans l'espace,
mais seulement leurs vitesses relatives dans l'"espace des vitesses" ; ce n'est pas
une représentation spatiale, mais un diagramme des vitesses. On est libre sup-
poser que les observateurs A et B sont situés au même endroit dans l'espace,
et voient le photon partir au même instant : t = 0 ; ce sont leurs vitesses qui
di�èrent.

Pour la clarté de l'exposé, nous raisonnons comme si les vitesses ~v et ~c, dans
le repère de référence, étaient des vitesses de récession : le photon et l'observa-
teur B s'éloignent de A ; mais nos calculs resteront valables si nous inversons le
sens de l'un de ces deux vecteurs vitesse, ou des deux. Changer le sens de ~v, ou
bien de ~c, revient, mathématiquement, à remplacer α par π−α et β par π− β.
En pratique, il peut être plus intéressant, dans certaines situations, de raisonner
sur ces supplémentaires, que nous noterons α′ et β′ : α′ = π − α et β′ = π − β.
Il s'agira alors de l'angle formé par les vecteurs ~v et −~c, ou −~v et ~c, évalué par
les observateurs A et B.

Nous allons faire les calculs, pour commencer, avec les vitesses, puis nous les
reprendrons avec les rapidités.
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Nous allons utiliser la transformation de Lorentz en nous limitant à deux
dimension spatiales : ct′

x′

y′

 =

 chwc −shwc 0
−shwc chwc 0

0 0 1

 ct
x
y


où ch w

c = 1√
1− v2

c2

et sh w
c =

v
c√

1− v2

c2

.

Nous supposerons que la vitesse ~v est dirigée selon l'axe des x.
Les coordonnées de B, vu par A, sont : xB = v t

yB = 0

Les coordonnées de C, vu par A, sont : xC = c t cos α

yC = c t sin α
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Les coordonnées de C, vu par B, sont :
x′C = −c t shwc + xC chwc = −c t shwc + c t cos α chwc = c t

cos α − v
c√

1− v2

c2

y′C = yC = c t sin α

On a donc :

tan β =
y′C
x′C

=

√
1− v2

c2 sin α

cos α − v
c

.

Remarquons que sin α est toujours positif (ou nul) ; donc tan β sera positive
(et β sera inférieur à π

2 ) pour cos α >
v
c , elle sera négative (et β sera supérieur

à π
2 ) pour cos α <

v
c ; on aura β = π

2 pour cos α = v
c .

Etudions les cosinus :

cos2 β =
1

1 + tan2 β
=

1

1 +

(
1− v2

c2

)
sin2 α

(cos α− vc )
2

=

(
cos α− v

c

)2(
cos α− v

c

)2
+
(
1− v2

c2

)
sin2 α

cos2 β =

(
cos α− v

c

)2(
cos α− v

c

)2
+
(
1− v2

c2

)
(1− cos2 α)

cos2 β =

(
cos α− v

c

)2
cos2 α− 2vc cos α+ v2

c2 + 1− v2

c2 − cos2 α+ v2

c2 cos
2 α

cos2 β =

(
cos α− v

c

)2
1− 2 vc cos α+ v2

c2 cos
2 α

=

(
cos α− v

c

)2(
1− v

c cos α
)2

d'où on tire :

cos β = ±
cos α− v

c

1− v
c cos α

.

D'après les remarques que nous avons faites sur le signe de cos β, nous voyons
que le signe ci-dessus est toujours +, donc la formule s'écrira toujours :

cos β =
cos α− v

c

1− v
c cos α

.

Si nous inversons le sens du rayon lumineux (pour choisir un rayon incident,
se dirigeant vers A, dans le repère de référence), nous pouvons raisonner sur
les angles supplémentaires α′ et β′, qui véri�ent : cos α′ = −cos α et cos β′ =
−cos β, ce qui donne :

−cos β′ =
−cos α′ − v

c

1 + v
c cos α

′
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cos β′ =
cos α′ + v

c

1 + v
c cos α

′ .

Dans cette formule, α′ et β′ représentent l'angle entre entre la direction vers
laquelle se dirige B et la direction d'où provient le rayon lumineux (angle évalué
d'une part par A, d'autre part par B).

En dé�nitive, si nous décidons d'inverser le sens de déplacement du rayon
lumineux, ou bien celui de l'observateur B, nous avons intérêt à adapter la for-
mule en raisonnant sur les angles supplémentaires, ce qui se fait très facilement :
il su�t de remplacer v par −v.

Comparons maintenant cos β et cos α (en partant de la formule de base) :

cos β − cos α =
cos α− v

c

1− v
c cos α

− cos α =
cos α− v

c

1− v
c cos α

−
cos α− v

c cos
2 α

1− v
c cos α

cos β − cos α =
cos α− v

c − cos α+ v
c cos

2 α

1− v
c cos α

= −
v
c sin

2 α

1− v
c cos α

.

Pour v < c, le dénominateur est toujours positif ; on a donc cos β−cos α < 0,
et par conséquent β > α. Cette quantité étant positive (pour 0 < v < c), on
aura : cos β > cos α, donc β < α .

Mais en pratique, dans l'étude de l'aberration de la lumière, on a l'habitude
de raisonner avec un rayon lumineux incident, provenant d'une étoile lointaine ;
on mesure l'angle entre la direction vers laquelle se dirige l'observateur B et
celle d'où provient la lumière, et on utilise la même formule, adaptée aux angles
supplémentaires :

−cos β′ + cos α′ = −
v
c sin

2 α′

1 + v
c cos α

′

cos β′ − cos α′ =
v
c sin

2 α′

1 + v
c cos α

′ .

Dans ce cas, on aura cos β′ − cos α′ > 0, et par conséquent β′ < α′ ; ce qui
signi�e que, par rapport à A, l'observateur B aura l'impession que les étoiles
sont un peu plus proches du point de la sphère céleste vers lequel il se dirige.
C'est le principe de l'aberration.

Utilisons maintenant la formule cos β =
cos α− vc

1− vc cos α pour exprimer cos α en

fonction de cos β :

cos β − v

c
cos α cos β = cos α− v

c

cos α
(

1 +
v

c
cos β

)
= cos β +

v

c
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cos α =
cos β + v

c

1 + v
c cos β

.

Comme cos α′ = −cos α et cos β′ = −cos β, cette égalité peut s'écrire :

cos α′ =
cos β′ − v

c

1− v
c cos β

′ .

Nous voyons donc que la formule fondamentale de l'aberration est réversible.
Pour échanger les rôles de A et B, il su�t de remplacer v par −v.

Nous pouvons aussi composer les aberrations.

Imaginons trois observateurs sur la même droite (l'axe des x) : le premier
(A1) supposé "immobile", le second (A2) se déplaçant à la vitesse v1 par rapport
à A1, le troisième (A3) se déplaçant à la vitesse v2 par rapport à A2 ; les vitesses
sont supposées colinéaires. Les trois observateurs mesurent l'angle d'un même
rayon lumineux par rapport à la direction commune des vecteurs vitesse. Cet
angle est égal à α pour le premier observateur, β pour le second, γ pour le
troisième. On a alors :

cos β =
c cos α− v1

c− v1 cos α
et cos γ =

c cos β − v2

c− v2 cos β
, donc :

cos γ =
c c cos α−v1

c−v1 cos α − v2

c− v2
c cos α−v1

c−v1 cos α

=
c (c cos α− v1)− v2 (c− v1 cos α)

c (c− v1 cos α)− v2 (c cos α− v1)

cos γ =
(c2 + v1v2)cos α− (v1 + v2) c

(c2 + v1v2)− (v1 + v2) c cos α
=

c
(
1 + v1v2

c2

)
cos α− (v1 + v2)

c
(
1 + v1v2

c2

)
− (v1 + v2)cos α

Nous venons de diviser le numérateur et le dénominateur par c ; divisons-les
maintenant par 1 + v1v2

c2 :

cos γ =
c cos α− v1+v2

1+
v1v2
c2

c− v1+v2

1+
v1v2
c2

cos α

Posons : v = v1 ⊕ v2 = v1+v2

1+
v1v2
c2

: c'est la vitesse du troisième mobile

par rapport au premier, obtenue par la formule relativiste de composition des
vitesses ; on a alors :

cos γ =
c cos α− v
c− v cos α

.

La composée des aberrations s'obtient tout simplement en composant les
vitesses.

Ceci marche bien lorsque les deux vitesses sont colinéaires ; si ce n'est pas le
cas, une autre approche, basée sur les rapidités, est plus e�cace, mais impose
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de raisonner dans l'espace hyperbolique des rapidités.

Voyons comment on peut utiliser cet espace pour démontrer la formule fon-
damentale de l'aberration.

Le point A représente la rapidité du premier observateur, B celle du second,
C celle du rayon lumineux (vitesse de fuite). Mais la rapidité de la lumière est
in�nie, donc le point C est à l'in�ni. Reportons-nous à la �gure du triangle avec
un sommet à l'in�ni, dans la section précédente ; remplaçons A2 par A, A3 par
B, A1 par C, a1 par w

c (où w est la rapidité relative des deux observateurs), α2

par α, α3 par π − β. Remarquons que th a1 = th w
c = v

c .

La formule : cos α3 = th a1−cos α2

1−th a1.cos α2
devient :

−cos β =
v
c − cos α

1− v
c .cos α

;

cos β =
cos α− v

c

1− v
c .cos α

=
c cos α− v
c− v cos α

.

C'est la formule de l'aberration pour un rayon lumineux fuyant.

Si on raisonne sur un rayon lumineux incident et non fuyant, on doit rem-
placer α par π − α′ et β par π − β′, et notre formule devient :

cos β′ =
c cos α′ + v

c+ v cos α′
.

C'est la formule de l'aberration pour un rayon lumineux incident. (C'est en
réalité la même formule ; que le rayon lumineux soit considéré comme fuyant ou
incident n'est pas pris en compte dans le diagramme des rapidités : il est repré-
senté par un seul point à l'in�ni. C'est l'observateur qui choisit : il ne mesure
pas le même angle, selon qu'il raisonne en termes de fuite ou d'incidence.)

Cas particulier : si α = 90o, on a : cos α = 0 et cos β = v
c . La lumière se

déplace perpendiculairement au vecteur ~v dans le premier repère, mais pas dans
le second.

Comme on a pu s'en rendre compte, l'utilisation des rapidités nous a beau-
coup simpli�é le travail. Mais elle permet aussi de comprendre très clairement
comment les aberrations se composent dans l'espace : un même rayon lumineux
est représenté par un seul et même point à l'in�ni dans le diagramme des rapi-
dités ; la direction qui lui est attribuée par un observateur (galiléen) quelconque
dépend uniquement de la position de cet observateur dans le diagramme (donc
de sa vitesse). Si l'espace des rapidités était euclidien, l'aberration de la lumière
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n'existerait pas.

12 Aberration sur une plate-forme tournante

Plaçons maintenant nos deux observateurs sur une plate-forme rigide tour-
nant à la vitesse angulaire ω autour du point O, dans le sens direct. Appelons-les
P1 et P2. Supposons qu'ils braquent leurs instruments (lunette astronomique et
canon à lumière) vers le point O, et étudions le parcours des rayons lumineux.
Oublions provisoirement la relativité.

La �gure précédente a été construite en utilisant des tangentes qu'on repè-
rera facilement.

Dans cette �gure : OA = r1, OB = r2, ON1 = rc, avec
v1

r1
= v2

r2
= c

rc
= ω.

Le rayon de la plate-forme ne doit pas dépasser : rc = c
ω . Au-delà de cette

limite, la vitesse dépasserait celle de la lumière.

Les deux cercles de couleur orange représentent les trajectoires des mobiles
P1 et P2, le cercle en pointillé a pour centreM1 et pour diamètre ON1 = rc = c

ω ,
donc M1C1 = M1O = M1B = M1N1 = 1

2 .rc. La vitesse circulaire du premier
observateur (P1) est v1 = r1.ω, et celle du second (P2) est v2 = r2.ω.

On peut montrer facilement que :

α1 = Arcsin r1rc = Arcsinv1

c ,

α1 = ̂C1N1O = ̂M1C1N1,
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α2 = Arcsin r2rc = Arcsinv2

c ,

α2 = ̂ON1B = ̂M1BN1 = ÔBI = ÔBJ = B̂OI = B̂OJ ,

α1 + α2 = ̂C1N1B = ÂOC1 = 1
2 .

̂C1M1B.

L'arc (AC1) (en vert) a pour longueur : (α1 + α2).r1 = (α1+α2).v1

ω ;
l'arc (C1O) (également en vert) a pour mesure : 2α1.

rc
2 = α1.rc = α1.c

ω ;
l'arc (OB) (toujours en vert) a pour mesure : 2α2.

rc
2 = α2.rc = α2.c

ω ;

l'arc (C1B) a donc pour mesure (α1 + α2).rc = (α1+α2).c
ω .

Le quotient des longueurs des deux arcs (AC1) et (C1B) (en vert) est donc
égal à v1

c .

Pour un observateur immobile, la lumière semblera arriver en B selon la
direction ~IB (suivant la tangente à l'arc de cercle vert), et elle semblera partir

selon la direction ~BJ (suivant la tangente à l'arc de cercle bleu). Ces deux di-
rections forment avec [BO] un angle α2.

Nous avons dé�ni ces deux directions apparentes au point B, mais nous pou-
vons les dé�nir en chaque point de la plate-forme tournante. On peut les obtenir
facilement grâce à un ensemble d'arcs de cercle, formant une rosace. Si on pou-
vait obliger des rayons lumineux à se déplacer (à la vitesse de la lumière) en
suivant des �bres optiques linéaires, �xées radialement (en étoile) sur la plate-
forme, alors, pour un observateur immobile, ces rayons lumineux sembleraient
suivre ces arcs de cercle. Mais on doit comprendre que ces arcs de cercle ne
correspondent pas à la trajectoire naturelle de la lumière : c'est une trajectoire
imposée par la cohérence matérielle des �bres optiques (et de la plate-forme),
cohérence qui résulte elle-même des liens électromagnétiques établis entre les
atomes par des échanges de photons à double sens.

Imaginons que les deux observateurs P1 et P2 soient diamétralement op-
posés, et reliés par une �bre optique rectiligne et tournante, passant par O.
Supposons que P1, au moment où il passe en C1, envoie un rayon lumineux en
direction de P2 en suivant la �bre optique. Pour un observateur immobile, la
lumière semblera se déplacer selon l'arc de cercle vert de centre M1, reliant C1

à B en passant par O, à la vitesse c. Elle est réceptionnée par P2 au moment
où il arrive en B. A cet instant, P1 arrive en A. En e�et, nous avons vu que le
quotient des deux arcs de cercle (AC1) et (C1B) (en vert) est égal à v1

c , donc
la lumière met le même temps pour aller de C1 en B à la vitesse c que P1 pour
aller de C1 en A à la vitesse v1.

Si ensuite P2 renvoie le rayon lumineux en sens inverse en suivant la �bre
optique, du point de vue d'un observateur immobile, il semblera suivre l'arc de
cercle bleu, et sera reçu par P1 quand il arrivera en C2.
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Une chose peut surprendre : la lumière, vue par un observateur immobile,
a parcouru l'arc (C1B) ; pendant ce temps, vue par un observateur tournant
lié à la plate-forme, elle a parcouru seulement la longueur de la �bre optique,
soit : AB = r1 + r2. Comment expliquer que, dans le même temps et à la même
vitesse (puisque c est une constante universelle), elle n'ait pas parcouru la même
distance pour tous les observateurs ?

C'est ici qu'intervient la relativité restreinte. Tout d'abord, on doit com-
prendre qu'il n'existe pas un repère unique lié à la plate-forme, mais une in�nité
de repères, liés chacun à un point de la plate-forme. Ces repères ont une vitesse
linéaire proportionnelle à la distance au centre r : vr = r.ω. S'ils n'ont pas la
même vitesse, ils n'utilisent pas la même unité de temps.

Imaginons un observateur situé au point P de la �bre optique tournant avec
la plate-forme, à la distance r du centre. Au passage du rayon lumineux, il va
exprimer un déplacement in�nitésimal de celle-ci par l'égalité : dr = c.dtP , qui
indique que la lumière se déplace radialement à la vitesse c. Un observateur
immobile sera en accord avec lui sur l'évaluation de r, car la vitesse est perpen-
diculaire à la direction radiale ; mais il ne sera pas d'accord sur l'évaluation du
temps. Pour lui, la durée in�nitésimale semblera plus longue, dans un rapport
égal à chwrc = 1√

1− v
2
r
c2

.

Si nous notons t le temps de l'observateur immobile, nous aurons :

dtP =
√

1− v2
r

c2 .dt =
√

1− r2.ω2

c2 .dt, et par conséquent : dr =
√

1− r2.ω2

c2 .c.dt.
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Posons : r.ωc = sin u, autrement dit r = c
ω .sin u ; ceci entraîne :

dr = c
ω .cos u.du et

√
1− r2.ω2

c2 =
√

1− sin2 u = cos u .

Nous allons faire varier r.

dr =
c

ω
.cos u.du = cos u.c.dt ;

du = ω.dt.

Intégrons, en considérant que r = 0 (donc u = 0) quand t = 0 :

ω.t = u ;

sin (ω.t) = sin u =
r.ω

c
=
vr
c
.

Revenons à la �gure précédente ; ne conservons qu'un cercle orange de centre O,
de rayon r1 = r variable ; le cercle en pointillé, de diamètre rc, est �xe. Posons :
α = α1 = ω.t.
L'égalité ci-dessus devient :

sin α =
vr
c
.

Comme vr
r = v1

r1
= c

rc
= ω, il est clair que vr

c = r
rc
, ce qui entraîne :

sin α =
r

rc
.

Or en observant la �gure on voit que le triangle OC1N1 est rectangle, donc on
a bien : sin α = sin α1 = OC1

ON1
= r

rc
. Cette égalité se conserve lorsque r varie.

Notre �gure reste correcte dans le cadre de la relativité restreinte.

Observons l'angle β formé, au point C1, par les deux arcs de cercle verts
(C1A) et (C1O). C'est aussi l'angle formé par les tangentes, ou par les rayons

des deux cercles : [OC1] et [M1C1]. Donc β = ̂OC1M1 = 90o − α. Comme
sin α = v

c , il en résulte que cos β = v
c . Ceci signi�e que l'angle formé par

la direction du rayon lumineux et le vecteur ~v, qui était droit dans un repère
tournant, ne l'est plus dans le repère dit immobile. Nous avons déjà rencontré
cette formule cos β = v

c à la �n de la section précédente sur l'aberration de la
lumière. (Attention ; dans la démonstration que nous avions proposée, α n'avait
pas la même signi�cation que dans le contexte actuel.)

13 E�et Doppler relativiste

Reprenons la �gure de l'aberration de la lumière.
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Le point C représente un rayon lumineux parti de A à l'instant t = 0, s'éloi-
gnant à la vitesse c ; sa direction fait un angle α avec l'axe des abscisses. Pour
l'observateur A, ce rayonnement a une période T , une fréquence ν et une lon-
gueur d'onde λ. Pour l'observateur B (confondu avec A à l'instant t = 0, et se
déplaçant à la vitesse v selon l'axe des abscisses), l'angle du rayonnement par
rapport à l'axe des abscisses est β, sa période est T ′, sa fréquence ν′, sa longueur
d'onde λ′.

Nous avons déjà vu que β n'est pas égal à α : c'est le phénomène de l'aber-
ration. Mais T ′, ν′ et λ′ ne sont pas non plus égaux à T , ν et λ : c'est l'e�et
Doppler (ou Doppler-Fizeau).

Les coordonnées de C, vu par A, sont : xC = c t cos α

yC = c t sin α
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Les coordonnées de C, vu par B, sont :
x′C = c t

cos α − v
c√

1− v2

c2

y′C = yC = c t sin α

Remplaçons t par T (nous allons raisonner sur une période du rayonnement) ;
on a, bien sûr : cT = λ. xC = c T cos α = λ cos α

yC = c T sin α = λ sin α
x′C = c T

cos α − v
c√

1− v2

c2

= λ
cos α − v

c√
1− v2

c2

y′C = yC = λ sin α

D'où on tire λ′ :

λ′ =
√
x′C

2 + y′C
2 = λ

√(
cosα− vc√

1− v2

c2

)2

+ sin2α

λ′ = λ

√(
1− v2

c2

)
sin2α+(cosα− vc )

2√
1− v2

c2

= λ

√
sin2α− v2

c2
sin2α+cos2α−2 vc cosα+ v2

c2√
1− v2

c2

λ′ = λ

√
1−2 vc cosα+ v2

c2
cos2α√

1− v2

c2

= λ
1− vc cosα√

1− v2

c2

.

On aurait pu démontrer cette formule d'une autre façon : en e�et, on doit
avoir x′C = cT ′ cosβ = λ′ cosβ ; dans la section sur l'aberration de la lumière,

nous avons démontré que cosβ =
cosα− vc

1− vc cosα ; il en résulte que :

x′C = λ
cosα − v

c√
1− v2

c2

= λ′ cosβ = λ′
cosα− v

c

1− v
c cosα

;

λ′ = λ.
cosα − v

c√
1− v2

c2

.
1− v

c cosα

cosα− v
c

;

λ′ = λ
1− v

c cosα√
1− v2

c2

.
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Le facteur
1− vc cosα√

1− v2

c2

peut être exprimé en fonction de β : sachant que

cos α =
c cos β + v

c+ v cos β
=

cos β + v
c

1 + v
c cos β

,

(formule de l'aberration pour un rayon fuyant) on fait la substitution, ce qui
donne :

1− v

c
cosα = 1− v

c
.
cos β + v

c

1 + v
c cos β

=

(
1 + v

c cos β
)
−
(
v
c cos β + v2

c2

)
1 + v

c cos β
;

1− v

c
cosα =

1− v2

c2

1 + v
c cos β

;

1− v
c cosα√

1− v2

c2

=

√
1− v2

c2

1 + v
c cosβ

.

On peut donc écrire :

λ′ = λ.
1− v

c cosα√
1− v2

c2

= λ.

√
1− v2

c2

1 + v
c cosβ

.

Pour utiliser correctement cette formule, nous devons imaginer que A est un
astre qui émet le rayonnement, et nous jouons le rôle de l'observateur situé en B.
Nous mesurons l'angle β (mais nous ne connaissons pas α). L'angle β est l'angle
formé par les vecteurs ~v (notre vitesse par rapport à A) et ~c (la vitesse du rayon
lumineux dirigé de A vers B). Si nous appelons vr la vitesse de récession (ou
vitesse de fuite) de l'astre A par rapport à notre repère, alors : vr = −v.cosβ,
donc :

λ′ = λ.

√
1− v2

c2

1 + v
c cosβ

= λ.

√
1− v2

c2

1− vr
c

.

Dans le cas particulier où la vitesse relative ~v des deux mobiles et la vitesse
~c du photon sont colinéaires, on a v = ±vr, et la formule devient donc :

λ′ = λ.

√
1− v2

r

c2

1− vr
c

= λ.

√(
1 + vr

c

)
.
(
1− vr

c

)
1− vr

c

= λ.

√
1 + vr

c√
1− vr

c

;

λ′ = λ.

√
c+ vr
c− vr

.

C'est généralement cette formule qui est utilisée dans les calculs.
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Supposons que la vitesse de l'astre soit purement récessive (cosβ = 1, vr =
−v). Dans ce cas, vr est la vitesse de l'astre A dans notre repère.

Remarquons encore que vr
c = thwrc (ou wr est la rapidité de fuite de l'astre).

c+ vr
c− vr

=
1 + thwrc
1− thwrc

=
chwrc + shwrc
chwrc − sh

wr
c

.

Comme chwc = e
w
c +e−

w
c

2 et shwc = e
w
c −e−

w
c

2 , on voit que :

chwc − sh
w
c = e−

w
c et chwc + shwc = e

w
c , donc :

c+ vr
c− vr

=
e
wr
c

e−
wr
c

= e2wrc ;

λ′ = λ

√
c+ vr
c− vr

= λ
√
e2wrc = λ e

wr
c .

L'e�et Doppler relativiste se résume donc (dans le cas des vitesses colinéaires)
par les trois formules suivantes :


λ′ = λ e

wr
c ;

T ′ = T e
wr
c ;

ν′ = ν e−
wr
c .

14 Cinématique du choc élastique

Imaginons un électron immobile, percuté par un électron rapide. D'après la
mécanique newtonienne, après le choc, les vitesses des électrons di�usés seront
perpendiculaires. D'après la relativité restreinte, ces vitesses formeront un angle
aigu. On sait que l'expérience a donné raison à la relativité. Le but que nous
nous proposons ici est d'expliquer, à l'aide des rapidités, pourquoi les deux théo-
ries font des prédictions di�érentes.

Nous allons d'abord raisonner comme si les mobiles étaient deux boules de
billard identiques, de rayon r, et de même masse ; nous nous plaçons dans le cadre
de la mécanique classique. Nous choisissons un repère galiléen lié au centre de
gravité du système : les vitesses des deux boules sont alors des vecteurs opposés,
et leurs trajectoires sont parallèles ; on note d la distance de ces deux parallèles.
Nous avons représenté trois positions successives de la première boule : A (avant
le choc), A′ (au moment du choc), et A′′ (après le choc). Le vecteur vitesse a
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tourné d'un angle α. Pour la seconde boule, nous avons représenté les positions
B, B′, B′′, symétriques de A, A′ et A′′.

On peut montrer que d = 2r cos α
2 ; donc α = 2 arccos d

2r . Pour d = 2r, on
a : α = 0 (trajectoires rasantes, pas de choc) ; pour d = 0, on obtient : α = π
(choc frontal). Mais ceci n'a pas d'importance pour la suite : nous retiendrons
seulement que les vecteurs vitesse, qui étaient opposés , le sont toujours ; ils ont
simplement tourné d'un même angle α. Attention : ceci n'est vrai que dans un
repère particulier, attaché au centre de gravité. Il va falloir changer de repère,
pour se placer dans celui de l'observateur.

Représentons les vecteurs vitesse par un diagramme : O représente la vitesse
du centre de gravité (on peut considérer que c'est l'origine du repère), A1 et B1
représentent les vitesses des boules A et B avant le choc, A2 et B2 leurs vitesses
après le choc.
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Nous avons dit que, dans l'expérience sur les chocs d'électrons, l'un des élec-
trons devait être immobile. Ici, c'est la première boule (A) qui sera immobile ;
sous-entendu : immobile par rapport à l'observateur (ou au laboratoire où se
déroule l'expérience). Ceci veut dire que, sur le diagramme des vitesses, l'obser-
vateur se situe en A1.

D'après la règle de composition des vitesses (en mécanique classique), la vi-

tesse de la première boule par rapport à l'observateur, après le choc, est ~A1A2,
et celle de la seconde est ~A1B2 ; puisque le triangle (A1A2B2) est rectangle
en A1 (théorème du cercle circonscrit au triangle rectangle), on conclut que les
vitesses des deux boules, après le choc, sont perpendiculaires.

Etudions maintenant le problème d'un point de vue relativiste. Tout le dé-
but du raisonnement reste vrai ; c'est au moment où intervient la composition
des vitesses que les di�cultés apparaissent : la composition des vitesses ne peut
pas se faire par addition vectorielle. Une solution simple consiste à remplacer
les vitesses par les rapidités : elles ne se combinent pas non plus vectoriellement,
mais au moins elles permettent de dé�nir un espace métrique utilisable.

Rappelons-nous la formule que nous avions trouvée au paragraphe sur le
cercle circonscrit : tan ÂMB = 2 ch r

sh2 r.sin φ ; nous devons remplacer ÂMB par̂A2A1B2 et φ par α ; quant au rayon du cercle, c'est w
2c , où w désigne la rapidité

relative des deux boules. Il vient :
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tan ̂A2A1B2 =
2 ch w

2c

sh2 w
2c .sin α

.

Cette expression représente l'angle formé par les vecteurs vitesses des deux
boules de billard après le choc, du point de vue de l'observateur.

Si w2c est petit, l'angle est proche de 90o ; mais si on fait tendre w
2c vers l'in�ni,

il tend vers 0o. Ceci explique pourquoi l'angle de di�usion des deux électrons
peut être aigu : pour cela, il faut que la vitesse de l'électron utilisé comme pro-
jectile soit proche de celle de la lumière.

On voit que ce phénomène s'explique de manière très simple, et purement
géométrique. Si l'espace des rapidités était euclidien, l'angle de di�usion serait
toujours droit !

15 Quadrivecteur vitesse et quadrivecteur impulsion-

énergie

Deux observateurs O et O' se déplacent l'un par rapport à l'autre à vi-
tesse constante V (vitesse dirigée selon l'axe des x), soit avec la rapidité w ;
ils observent un mobile M à deux instants très rapprochés, et notent l'écart
spatio-temporel des deux événements. O a noté : (cdt, idx, idy, idz), qu'on peut
écrire aussi c dt(1, ivxc , i

vy
c , i

vz
c ) ; O' a noté : (cdt′, idx′, idy′, idz′), qu'on peut

écrire aussi c dt′(1, i
v′x
c , i

v′y
c , i

v′z
c ). Pour O, la vitesse du mobile M est v =√

v2
x + v2

y + v2
z ; pour O', c'est v

′ =
√
v′2x + v′2y + v′2z . Notons τ le temps propre

du mobile M (indiqué par ses horloges) ; on a : dt =
dτ√

1− v2

c2

et dt′ =
dτ√

1− v′2

c2

,

donc cdτ = c
√

1− v2

c2 dt = c
√

1− v′2

c2 dt
′.

Sachant que


c dt′

i dx′

i dy′

i dz′

 =


cos iwc sin iwc 0 0
−sin iwc cos iwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




c dt
i dx
i dy
i dz


(avec, rappelons-le : cos iφ = ch φ et sin iφ = i sh φ.), on déduit (en divisant le

membre de gauche par c
√

1− v′2

c2 dt
′, et le membre de droite par c

√
1− v2

c2 dt) :
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1√
1− v′2

c2


1

i
v′x
c

i
v′y
c

i
v′z
c

 =


cos iwc sin iwc 0 0
−sin iwc cos iwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 1√
1− v2

c2


1
i vxc
i
vy
c

i vzc

.

Le vecteur V =
1√

1− v2

c2

(1, i
vx
c
, i
vy
c
, i
vz
c

), à 4 dimensions, est appelé quadri-

vecteur vitesse ; il se transforme par la transformation de Lorentz.

Notre égalité peut aussi s'écrire :

1√
1− v′2

c2


1
v′x
c
v′y
c
v′z
c

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 1√
1− v2

c2


1
vx
cvy
c
vz
c

.

En multipliant les deux membres par m0c
2, on obtient :

m0c
2√

1− v′2

c2


1
v′x
c
v′y
c
v′z
c

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 m0c
2√

1− v2

c2


1
vx
cvy
c
vz
c

, soit :


E′

cp′x
cp′y
cp′z

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




E
cpx
cpy
cpz

, ou encore :


E′

icp′x
icp′y
icp′z

 =


cos iwc sin iwc 0 0
−sin iwc cos iwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




E
icpx
icpy
icpz

.

Le vecteur I =


E
icpx
icpy
icpz

 est appelé : quadrivecteur impulsion-énergie.

Il est, évidemment, Lorentz-invariant.

On peut dé�nir un produit scalaire des quadrivecteurs vitesse :

V1.V2 =
1√

1− v2
1

c2

(1, i
v1x

c
, i
v1y

c
, i
v1z

c
).

1√
1− v2

2

c2

(1, i
v2x

c
, i
v2y

c
, i
v2z

c
) ;
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V1.V2 =
1√

1− v2
1

c2

√
1− v2

2

c2

(
1− v1xv2x + v1yv2y + v1zv2z

c2

)
;

la norme associée est : ||v|| = 1√
1− v2

c2

√
(1, i

vx
c
, i
vy
c
, i
vz
c

).(1, i
vx
c
, i
vy
c
, i
vz
c

) =

1√
1− v2

c2

√
1−

v2
x + v2

y + v2
z

c2
= 1.

On peut dé�nir aussi un produit scalaire des quadrivecteurs impulsion-énergie :

I1.I2 = (E1, i cp1x, i cp1y, i cp1z).(E2, i cp2x, i cp2y, i cp2z) = E1E2−(c2p1xp2x+
c2p1yp2y + c2p1zp2z) = E1E2 − c2~p1~p2 ;

la norme associée est :

||I|| =
√

(E, icpx, icpy, icpz).(E, icpx, icpy, icpz) =
√
E2 − c2p2 = m0c

2.

On peut démontrer facilement que le produit scalaire de deux quadrivec-
teurs impulsion-énergie est invariant, c'est-à-dire indépendant de la vitesse de
l'observateur. Nous verrons cette démonstration dans la section sur la masse au
repos et la masse maupertuisienne.

16 Forces

Reprenons la formule :


E′

cp′x
cp′y
cp′z

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




E
cpx
cpy
cpz

.

Il s'agit ici du quadrivecteur impulsion-énergie d'un mobile accéléré, observé
par deux observateurs galiléens (non accélérés), O et O' ; de plus, nous suppo-
serons que l'observateur O accompagne le mobile (la vitesse relative du mobile
par rapport à O est nulle) à l'instant t = 0 ; bien entendu, comme le mobile est
accéléré, tandis que O ne l'est pas, leurs vitesses ne coïncident que pendant une
durée in�nitésimale.
On peut considérer que w est constant (c'est la vitesse relative des deux obser-
vateurs), mais le quadrivecteur impulsion-énergie varie (puisque le mobile est
accéléré).
Sous forme di�érentielle, l'égalité ci-dessus devient :
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
dE′

cdp′x
cdp′y
cdp′z

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




dE
cdpx
cdpy
cdpz

 .

Nous allons diviser les deux membres de l'égalité par dτ , intervalle in�nitésimal
de temps propre du mobile. Cet intervalle de temps propre, évalué par les hor-
loges de O et O', donne : dt = dτ (pour l'observateur O) et dt′ = chwc dτ (pour

O') ; donc dτ = dt = dt′

chwc
; nous pouvons donc diviser le membre de gauche de

notre égalité par dt′

chwc
, et le membre de droite par dt ; nous obtenons :

ch
w

c


dE′

dt′

c
dp′x
dt′

c
dp′y
dt′

c
dp′z
dt′

 =


chwc −shwc 0 0
−shwc chwc 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




dE
dt

c dpx
dt

c
dpy
dt

c dpz
dt

 .

Du point de vue de nos deux observateurs, les composantes de la force qui agit
sur le mobile sont :

- pour O :


Fx = dpx

dt

Fy =
dpy
dt

Fz = dpz
dt

;

- pour O' :


F ′x =

dp′x
dt′

F ′y =
dp′y
dt′

F ′z =
dp′z
dt′

.

Dans l'égalité précédente, explicitons la deuxième, la troisième et la quatrième
lignes à l'aide de F et F ′ :

Deuxième ligne :
c chwc F

′
x = c chwc Fx −

dE
dt sh

w
c = c chwc Fx −

Fx dx
dt shwc ;

comme dx
dt = 0 (puisque la vitesse du mobile est nulle dans le repère de O, à

l'instant considéré), on voit que :
c chwc F

′
x = c chwc Fx, donc F

′
x = Fx.

Troisième ligne :

c chwc F
′
y = c Fy, donc F

′
y = Fy.

√
1− v2

c2 .

Quatrième ligne :

c chwc F
′
z = c Fz, donc F

′
z = Fz.

√
1− v2

c2 .
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
F ′x = Fx

F ′y = Fy.
√

1− v2

c2

F ′z = Fz.
√

1− v2

c2

17 Masse au repos et masse maupertuisienne

Considérons deux corps galiléens de masses au repos m1 et m2, et de rapidi-
tés ~w1 et ~w2 colinéaires. (On peut toujours se ramener à ce cas particulier par
un changement de repère : si les rapidités ~w1 et ~w2 sont représentées par deux
points A1 et A2 dans le diagramme des rapidités, alors il su�t que le repère de
référence soit représenté par un point quelconque de la droite (A1A2) ; ceci nous
autorise à remplacer les vecteurs ~w1 et ~w2 par les nombres réels w1 et w2).

Les énergies des deux corps sont : E1 = m1 c
2 ch

(
w1

c

)
et E2 = m2 c

2 ch
(
w2

c

)
;

leurs impulsions sont : p1 = m1 c sh
(
w1

c

)
et p2 = m2 c sh

(
w2

c

)
.

Considérons maintenant le système composé des deux éléments précédents.
Soit E son énergie et p son impulsion. En relativité restreinte, comme en méca-
nique classique, les énergies et les impulsions s'additionnent :
E = E1 + E2, p = p1 + p2.

Notons m la masse au repos du système, et w sa rapidité. (Attention : dire
qu'un corps composé est au repos ne signi�e pas que ses parties soient au repos :
par exemple, dans un atome au repos, les électrons sont en mouvement.) Nous
voulons calculer m (et, accessoiremant, w).

E = m c2 ch
(
w
c

)
= E1 + E2 = m1 c

2 ch
(
w1

c

)
+m2 c

2 ch
(
w2

c

)
, donc :

m ch
(
w
c

)
= m1 ch

(
w1

c

)
+m2 ch

(
w2

c

)
;

p = m c sh
(
w
c

)
= p1 + p2 = m1 c sh

(
w1

c

)
+m2 c sh

(
w2

c

)
, donc :

m sh
(
w
c

)
= m1 sh

(
w1

c

)
+m2 sh

(
w2

c

)
.

 m ch
(
w
c

)
= m1 ch

(
w1

c

)
+m2 ch

(
w2

c

)
m sh

(
w
c

)
= m1 sh

(
w1

c

)
+m2 sh

(
w2

c

)
En additionnant ces deux égalités membre à membre, puis en les retran-

chant membre à membre (et en utilisant les formules : ch x + sh x = ex et
ch x− sh x = e−x), nous obtenons :
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 m e
w
c = m1 e

w1
c +m2 e

w2
c ;

m e−
w
c = m1 e

−w1
c +m2 e

−w2
c .

Pour calculer w, nous divisons ces égalités membre à membre, et nous obte-
nons :

e
2w
c =

m1 e
w1
c +m2 e

w2
c

m1 e−
w1
c +m2 e−

w2
c

.

Pour calculer m, nous les multiplions membre à membre. Il vient :

m2 = m2
1+m1 m2 e

w1−w2
c +m1 m2 e

w2−w1
c +m2

2 = m2
1+2m1 m2 ch

w1 − w2

c
+m2

2 ;

m =

√
m2

1 + 2 m1 m2 ch
∆w

c
+m2

2.

Cette masse m, comme m1 et m2, est nécessairement invariante, c'est-à-dire
indépendante de la vitesse de l'observateur.

Cette formule signi�e que la masse au repos m du système n'est égale à la
somme des masses au repos de ses deux constituants que dans le cas particulier
où la rapidité relative des deux corps (∆w) est nulle ; dans le cas contraire, la
masse du corps composé est supérieure à la somme des masses de ses consti-
tuants.

Il est donc impossible de considérer la masse au repos comme une mesure de
la "quantité de matière", comme on pourrait être tenté de le faire ; ce n'est pas
non plus une propriété intrinsèque des particules, comme la charge électrique :
si un système est formé de deux particules de charges q1 et q2, alors la charge
du système est q1 + q2 ; ceci ne marche pas avec les masses au repos !

Poussons le raisonnement à l'extrême : imaginons un système formé de deux
photons (ou d'autres particules de masse au repos nulle) tournant autour de
leur centre de gravité commun immobile (en supposant que ce soit possible).
Ces deux photons ont la même énergie : E1 = E2 = h ν, et leurs impulsions
(de module p1 = p2 = h ν

c ) sont opposées. Il va de soi que chaque photon en

mouvement a une masse non nulle (c'est : E1

c2 = h ν
c2 ) ; mais leur "masse au re-

pos" est nulle : m1 c
2 =

√
E2

1 − c2 p2
1 =
√
h2 ν2 − h2 ν2 = 0. Ceci est d'ailleurs

purement théorique, puisqu'un photon au repos n'existe pas !

Quant au système formé par les deux photons, il a une masse au repos m non
nulle. En e�et :

- l'énergie du système est : E = E1 + E2 = 2h ν ;
- son impulsion est : p = 0 ;
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- sa masse au repos est : m = E
c2 = 2h ν

c2 .

Nous ne chercherons pas à savoir quel type de force peut lier ainsi les deux
particules ; retenons seulement qu'un assemblage de particules de masses au
repos nulles peut avoir une masse au repos non nulle. On est en droit de se de-
mander si les particules de masse non nulle ne sont pas toutes des assemblages
de particules de masse nulle ... mais je n'aurai pas l'imprudence de répondre à
cette question : mon but est seulement de montrer qu'en relativité restreinte, la
notion de masse au repos n'a rien à voir avec la masse au sens de Newton ...

Dans la réalité, il faut tenir compte aussi des forces de liaison (que nous
n'avons pas envisagées ici), et donc de l'énergie potentielle négative qui entre en
jeu dans la masse des assemblages de particules ; par exemple, un assemblage
de deux protons a une masse au repos inférieure au double de celle du proton.
Ceci ne contredit pas les remarques précédentes.

Revenons à w ; on peut écrire :

e
w
c =

m1 e
w1
c +m2 e

w2
c

m
=

m1 e
w1
c +m2 e

w2
c√

m2
1 + 2 m1 m2 ch

∆w
c +m2

2

;

e
w
c =

m

m1 e−
w1
c +m2 e−

w2
c

=

√
m2

1 + 2 m1 m2 ch
∆w
c +m2

2

m1 e−
w1
c +m2 e−

w2
c

;

e2wc =
m1 e

w1
c +m2 e

w2
c

m1 e−
w1
c +m2 e−

w2
c

.

Calculons encore la vitesse globale v du système :

v

c
= th

(w
c

)
=
sh
(
w
c

)
ch
(
w
c

) =
m1 sh

(
w1

c

)
+m2 sh

(
w2

c

)
m1 ch

(
w1

c

)
+m2 ch

(
w2

c

) .
Posons : M1 = m1 ch

(
w1

c

)
et M2 = m2 ch

(
w2

c

)
(masses maupertuisiennes) ;

m1 sh
(
w1

c

)
= v1

c M1 ;m2 sh
(
w2

c

)
= v2

c M2 ; par conséquent :
v
c =

v1
c M1+

v2
c M2

M1+M2
.

(M1 +M2) v = M1 v1 +M2 v2.

La formule obtenue est analogue à celle de la mécanique classique, mais les
masses usuelles ont été remplacées par les masses maupertuisiennes, variables
selon la vitesse. C'est cette formule qu'il faudra utiliser pour étudier les chocs
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élastiques par exemple. Ceci prouve que la masse qui est mise en évidence dans
les expériences sur les chocs de mobiles (la masse inerte) est en fait une masse
maupertuisienne, et non une masse au repos. Mais est-ce la même masse qui est
mise en évidence par la pesée ? Si oui, la masse pesante, comme la masse inerte,
correspond, elle aussi, à la masse maupertuisienne. C'est ce que con�rment les
mesures les plus précises.

De ces quelques remarques, il ressort qu'en relativité restreinte, c'est la masse
maupertuisienne, et non la masse au repos, qui va jouer le rôle de la masse au
sens de Newton. La di�érence essentielle, c'est que la masse au sens de Newton
est constante et absolue, tandis que la masse maupertuisienne est relative : elle
dépend de l'état de mouvement du mobile par rapport à l'observateur. Elle équi-
vaut à une énergie (au coe�cient c2 près), puisque E = m0 c

2 ch
(
w
c

)
= m c2.

Dans un choc de particules, comme dans une désintégration, c'est la masse
maupertuisienne qui se conserve, et non la masse au repos. Citons un exemple
célèbre : quand un photon se désintègre en une paire électron-positron, un ex-
cédent de masse au repos (2 me) apparaît, mais l'énergie totale (donc la masse
maupertuisienne) est conservée.

Pour condenser les formules qui précèdent, et leur donner plus de force en les
généralisant au cas où les vitesses ne sont pas colinéaires, il peut être intéressant
de faire intervenir la rapidité sous forme vectorielle (~w) plutôt que réelle (w).
Il faut alors dé�nir les fonctions vectorielles e~x, ch~x et sh~x, de la façon suivante :

e~x = 1 + ~x+
~x2

2!
+
~x3

3!
+
~x4

4!
+
~x5

5!
+
~x6

6!
+ ...

Les puissances de ~x d'exposant pair sont des réels, les puissances d'exposant
impair sont des vecteurs parallèles à ~x ; en notant x le module de ~x, on peut
écrire : ~x2n = x2n et ~x2n+1 = x2n.~x = x2n+1.~xx .

ch~x = 1 +
~x2

2!
+
~x4

4!
+
~x6

6!
+
~x8

8!
+ ... = 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+
x8

8!
+ ...

sh~x = ~x+
~x3

3!
+
~x5

5!
+
~x7

7!
+
~x9

9!
+ ... =

(
x+

x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+
x9

9!
+ ...

)
.
~x

x
.

On voit donc que e~x comporte une partie réelle, égale à ch~x (qu'on écrira
plutôt ch x), et une partie vectorielle, égale à sh~x.
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Si ~x = ~w
c , on obtient, pour une particule de masse au repos m0 :

m0 c
2 e

~w
c = m0 c

2ch
~w

c
+m0 c

2sh
~w

c
= E + c~p ;

m0 c
2 e−

~w
c = m0 c

2ch
~w

c
−m0 c

2sh
~w

c
= E − c~p ;

E = m0 c
2 ch

~w

c
= m0c

2 e
~w
c + e−

~w
c

2
(nombre réel) ;

~p = m0 c sh
~w

c
= m0 c

e
~w
c − e− ~w

c

2
(vecteur).

Lorsqu'on étudie, par exemple, le choc de deux particules de masses au re-
pos m1 et m2, et de rapidités w1 et w2, on peut exprimer la conservation de
l'impulsion-énergie par deux équations vectorielles : m ch

(
~w
c

)
= m1 ch

(
~w1

c

)
+m2 ch

(
~w2

c

)
m sh

(
~w
c

)
= m1 sh

(
~w1

c

)
+m2 sh

(
~w2

c

)
qui peuvent se résumer par une équation unique :

m e
~w
c = m1 e

~w1
c +m2 e

~w2
c ,

ou, si on préfère, par l'équation conjuguée :

m e−
~w
c = m1 e

− ~w1
c +m2 e

− ~w2
c .

Dans ces deux égalités, on peut considérer que le membre de gauche corres-
pond au centre de gravité, supposé dépositaire de l'énergie totale, de l'impulsion
totale et de la masse au repos résulltante (m). La masse m est facile à calculer
en faisant le produit membre à membre des deux égalités, comme lorsque w
était réel :

m2 =
(
m e

~w
c

)
⊗
(
m e−

~w
c

)
=
(
m1 e

~w1
c +m2 e

~w2
c

)
⊗
(
m1 e

− ~w1
c +m2 e

− ~w2
c

)
;

m2 = m2
1 +m2

2 + 2 m1 m2 ch
~w1 − ~w2

c
.

L'opération désignée par le symbole ⊗ n'est pas un produit scalaire de qua-
drivecteurs, mais une multiplication formelle (qui peut être identi�ée au produit
de convolution des séries). Nous donnerons des précisions sur ce sujet un peu
plus loin. L'usage des exponentielles de vecteurs pouvant dérouter, développons
le calcul qui précède, pour faire apparaître clairement sa signi�cation.
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Sachant que sh ~wi
c = chwic .th

~wi
c = chwic .

~vi
c , nous pouvons écrire :

e
~wi
c = ch

wi
c

+ sh
~wi
c

= ch
wi
c

+ ch
wi
c
.
~vi
c

= ch
wi
c
.

(
1 +

~vi
c

)
;

e−
~wi
c = ch

wi
c
− sh ~wi

c
= ch

wi
c
− chwi

c
.
~vi
c

= ch
wi
c
.

(
1− ~vi

c

)
.

Faisons la substitution dans le calcul de m :

m2 =
(
m1 e

~w1
c +m2 e

~w2
c

)
.
(
m1 e

− ~w1
c +m2 e

− ~w2
c

)
= ...

=

[
m1.ch

w1

c
.

(
1 +

~v1

c

)
+m2.ch

w2

c
.

(
1 +

~v2

c

)]
.

[
m1.ch

w1

c
.

(
1− ~v1

c

)
+m2.ch

w2

c
.

(
1− ~v2

c

)]
= m2

1.ch
2w1

c
.

(
1 +

~v1

c

)
.

(
1− ~v1

c

)
+m2

2.ch
2w2

c
.

(
1 +

~v2

c

)
.

(
1− ~v2

c

)
...

...+m1.m2.ch
w1

c
.ch

w2

c
.

[(
1 +

~v1

c

)
.

(
1− ~v2

c

)
+

(
1 +

~v2

c

)
.

(
1− ~v1

c

)]
;

m2 = m2
1.ch

2w1

c
.

(
1− v2

1

c2

)
+m2

2.ch
2w2

c
.

(
1− v2

2

c2

)
...

...+m1.m2.ch
w1

c
.ch

w2

c
.

(
1− ~v2

c
+
~v1

c
− ~v1. ~v2

c2
+ 1− ~v1

c
+
~v2

c
− ~v1. ~v2

c2

)
;

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.ch
w1

c
.ch

w2

c
.

(
1− ~v1. ~v2

c2

)
;

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.ch
w1

c
.ch

w2

c
.

(
1− v1.v2.cosφ

c2

)
;

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.ch
w1

c
.ch

w2

c
.
(

1− thw1

c
.th

w2

c
.cosφ

)
;

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.
(
ch
w1

c
.ch

w2

c
− shw1

c
.sh

w2

c
.cosφ

)
.

Bien entendu, φ est l'angle formé par ~v1 et ~v2.

Pour comprendre cette égalité, reportons-nous à la section sur la métrique
hyperbolique de l'espace des rapidités. Nous avions écrit la loi des cosinus (ou
théorème d'Al Kashi hyperbolique) de plusieurs manières, dont celle-ci :

cosα3 =
ch(a1) ch(a2)− ch(a3)

sh(a1) sh(a2)
, qu'on peut écrire aussi :

ch(a3) = ch(a1).ch(a2)− sh(a1).sh(a2).cosα3.

Nous avions noté a1 et a2 deux rapidités représentées par deux côtés d'un tri-
angle dans l'espace hyperbolique des rapidités ; la rapidité composée :

a3 = a1 ⊕ a2
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correspond au troisième côté du triangle. Autrement dit, avec nos notations
actuelles :

ch

(
~w1

c
⊕ ~w2

c

)
= ch

~w1

c
.ch

~w2

c
− sh ~w1

c
.sh

~w2

c
.cosα3.

Si nous remplaçons ~w2 par − ~w2, sh
~w2

c change de signe, ce qui donne :

ch

(
~w1

c
	 ~w2

c

)
= ch

~w1

c
.ch

~w2

c
+ sh

~w1

c
.sh

~w2

c
.cosα3.

Nous avions noté α3 l'angle intérieur du triangle formé par ses deux premiers
côtés ; mais dans les calculs qui précèdent φ est l'angle formé par les vecteurs
~w1 et ~w2, et il correspond donc à un angle extérieur du triangle (comme β dans
la section sur la composition des vitesses non colinéaires), donc cosφ = −cosα3.
En dé�nitive :

ch

(
~w1

c
	 ~w2

c

)
= ch

~w1

c
.ch

~w2

c
− sh ~w1

c
.sh

~w2

c
.cosφ.

Donc l'égalité :

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.
(
ch
w1

c
.ch

w2

c
− shw1

c
.sh

w2

c
.cosφ

)
est rigoureusement équivalente à :

m2 = m2
1 +m2

2 + 2 m1 m2 ch
~w1 	 ~w2

c
.

Nous savions déjà que cette dernière égalité était vraie lorsque ~v1 et ~v2 sont
parallèles (ce qui est le cas lorsqu'on se place dans un repère lié au centre de
gravité) ; nous venons de démontrer qu'elle est conservée dans tout changement
de repère, quelle que soit la vitesse de l'observateur.

Si on pose M = m ch ~wc (masse maupertuisienne) et ~v
c = th ~wc =

sh ~wc
ch ~wc

, on a

toujours, bien entendu : 
M = M1 +M2 ;

M ~v
c = M1

~v1

c +M2
~v2

c .

C'est la traduction classique de l'égalité unique m e
~w
c = m1 e

~w1
c +m2 e

~w2
c .

Reprenons encore la même thématique d'une manière légèrement di�érente,
plus proche de la physique.
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Sachant que E = m.c2.ch ~wc (resp. E1 = m1.c
2.ch ~w1

c et E2 = m2.c
2.ch ~w2

c ) et

que c.~p = m.c2.sh ~wc (resp. c. ~p1 = m1.c
2.sh ~w1

c et c. ~p2 = m2.c
2.sh ~w2

c ), on peut
écrire :

E2 − c2.~p2 = m2.c4
(
ch2 ~w

c
− sh2 ~w

c

)
= m2.c4 ; donc :

m2.c4 = E2 − c2.~p2 (resp. m2
1.c

4 = E2
1 − c2. ~p1

2 et m2
2.c

4 = E2
2 − c2. ~p2

2).

Comme E = E1 + E2 et ~p = ~p1 + ~p2 :

m2.c4 = E2 − c2.~p2 = (E1 + E2)2 − c2. (~p1 + ~p2)
2

;

m2.c4 = E2
1 + 2.E1.E2 + E2

2 − c2. ~p1
2 − 2.c2. ~p1. ~p2 − c2. ~p2

2 ;

m2.c4 =
(
E2

1 − c2. ~p1
2
)

+
(
E2

2 − c2. ~p2
2
)

+ 2.
(
E1.E2 − c2. ~p1. ~p2

)
;

m2.c4 = m2
1.c

4 +m2
2.c

4 + 2.
(
E1.E2 − c2. ~p1. ~p2

)
;

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.

(
E1

c2
.
E2

c2
− ~p1

c
.
~p2

c

)
.

Si nous remplaçons E1 par m1.c
2.ch ~w1

c , E2 par m2.c
2.ch ~w2

c , ~p1 par m1.c.sh
~w1

c

et ~p2 par m2.c.sh
~w2

c , nous obtenons :

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.

(
ch

~w1

c
.ch

~w2

c
− sh ~w1

c
.sh

~w2

c

)
.

Entre les parenthèses, nous reconnaissons une nouvelle fois l'expression déjà ren-
contrée (qui exprime la longueur du troisième côté d'un triangle hyperbolique,
calculée selon le théorème d'Al Kashi) :

ch
~w1

c
.ch

~w2

c
−sh ~w1

c
.sh

~w2

c
= ch

w1

c
.ch

w2

c
−shw1

c
.sh

w2

c
.cosφ = ch

(
~w1

c
	 ~w2

c

)
.

Donc :

m2 = m2
1 +m2

2 + 2.m1.m2.ch
∆~w

c
;

m =

√
m2

1 + 2.m1.m2.ch
∆~w

c
+m2

2.

C'est bien la même formule que nous avions obtenue en utilisant un forma-
lisme di�érent.

Ceci permet de comprendre comment on peut calculer la masse "au repos"
et la vitesse d'un ensemble formé de deux corps élémentaires en mouvement l'un
par rapport à l'autre.

Les calculs qui précèdent peuvent être considérés comme une démonstra-
tion partielle de l'invariance du produit scalaire des quadrivecteurs énergie-
impulsion, dont nous avons parlé à la �n de la section intitulée "Quelques mots
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sur la mécanique relativiste". A ce moment-là, nous aurions pu donner une
démonstration complète et rigoureuse, mais nous disposons maintenant d'un
formalisme plus adapté. Voici donc la démonstration la plus générale.

Pour un corps de masse au repos m0 non nulle, nous avons vu que :

m0 c
2 e

~w
c = m0 c

2ch
~w

c
+m0 c

2sh
~w

c
= E + c~p.

On peut écrire aussi :

E + c~p = m0 c
2ch

~w

c
.

(
1 +

~v

c

)
.

On peut identi�ercette quantité au quadrivecteur énergie-impulsion : l'éner-
gie E représente une composante (correspondant au temps du quadrivecteur
d'espace-temps), et l'impulsion c~p en comporte trois (correspondant aux dimen-
sions spatiales).

Pour une particule de masse nulle se déplaçant à la vitesse de la lumière (un
photon par exemple), on a : E = h.ν et c.~p = h.ν.~u, où ~u est un vecteur unitaire
indiquant la direction de la paricule. Le quadrivecteur peut s'écrire :

E + c~p = h.ν. (1 + ~u) .

Considérons deux quadrivecteurs, écrits sous forme générale : q1 = E1 + c ~p1

et q2 = E2 + c ~p2, et leur somme : q = E + c~p = (E1 + E2) + c.(~p1 + ~p2).

Selon la dé�nition du produit scalaire des quadrivecteurs :

q1.q2 = E1.E2 − c2. ~p1. ~p2 ;

q2
1 = q1.q1 = E2

1 − c2. ~p1
2 (invariant) ;

q2
2 = q2.q2 = E2

2 − c2. ~p2
2 (invariant) ;

q2 = q.q = (E1 + E2)2 − c2.(~p1 + ~p2)2 (invariant).

q2 = (E2
1 + 2.E1.E2 + E2

2)− c2.(~p1
2 + 2. ~p1. ~p2 + ~p2

2) ;

q2 = (E2
1 − c2. ~p1

2) + (E2
2 − c2. ~p2

2) + 2.(E1.E2 − c2. ~p1. ~p2) = q2
1 + q2

2 + 2.q1.q2.

On a donc :

q1.q2 =
1

2
.(q2 − q2

1 − q2
2).

Comme q2
1 , q

2
2 et q2 sont invariants (c'est-à-dire indépendants de la vitesse de

l'observateur), alors le produit scalaire q1.q2 l'est aussi.
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Cette démonstration s'applique aussi bien aux photons qu'aux particules
massives.

Insistons sur le fait que l'invariance du produit scalaire des quadrivecteurs
énergie-impulsion : q1.q2 = E1.E2 − c2. ~p1. ~p2 = E1.E2 − c2.p1.p2.cosφ est direc-
tement reliée à l'égalité : chw1	w2

c = chw1

c .ch
w2

c − shw1

c .sh
w2

c .cosφ, donc au
théorème d'Al Kashi hyperbolique.

Reprenons les calculs précédents avec trois corps :
m2

1.c
4 = E2

1 − c2. ~p1
2 ;

m2
2.c

4 = E2
2 − c2. ~p2

2 ;

m2
3.c

4 = E2
3 − c2. ~p3

2.

Sachant que m2.c4 = E2− c2.~p2, avec E = E1 +E2 +E3 et que ~p = ~p1 + ~p2 + ~p3,
nous pouvons écrire :

m2.c4 = (E1 + E2 + E3)2 − c2.(~p1 + ~p2 + ~p3)2 ;

m2.c4 = E2
1+E2

2+E2
3+2.(E1.E2+E2.E3+E3.E1)−c2.

[
~p1

2 + ~p2
2 + ~p3

2 + 2.(~p1. ~p2 + ~p2. ~p3 + ~p3. ~p1)
]

;

m2.c4 = (E2
1 − c2. ~p1

2) + (E2
2 − c2. ~p2

2) + (E2
3 − c2. ~p3

2)...

...+ 2.(E1.E2 − c2. ~p1. ~p2) + 2.(E2.E3 − c2. ~p2. ~p3) + 2.(E3.E1 − c2. ~p3. ~p1) ;

m2.c4 = m2
1.c

4+m2
2.c

4+m2
3.c

4+2.(E1.E2−c2. ~p1. ~p2)+2.(E2.E3−c2. ~p2. ~p3)+2.(E3.E1−c2. ~p3. ~p1).

Comme nous l'avons vu précédemment :

E1.E2 − c2. ~p1. ~p2 = m1.m2.c
4.ch

~w1

c
.ch

~w2

c
−m1.m2.c

4.sh
~w1

c
.sh

~w2

c
...

= m1.m2.c
4.(ch

~w1

c
.ch

~w2

c
− sh ~w1

c
.ch

~w2

c
) = m1.m2.c

4.ch
~w1 	 ~w2

c
.

De même :

E2.E3 − c2. ~p2. ~p3 = m2.m3.c
4.ch

~w2 	 ~w3

c
;

E3.E1 − c2. ~p3. ~p1 = m3.m1.c
4.ch

~w3 	 ~w1

c
.

Nous obtenons donc (en divisant par c4) :

m2 = m2
1+m2

2+m2
3+2.

(
m1.m2.ch

~w1 	 ~w2

c
+m2.m3.ch

~w2 	 ~w3

c
+m3.m1.ch

~w3 	 ~w1

c

)
.
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Ceci se généralise à un ensemble de n corps de masses au repos mi :

m2 =

n∑
i=1

m2
i + 2.

∑
0≤i<j≤n

mi.mj .ch
~wi 	 ~wj
c

;

m2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

mi.mj .ch
~wi 	 ~wj
c

,

ce qu'on peut écrire aussi :

m2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

mi.mj .ch
∆~wi,j
c

.

Si on envisage des corps de masse au repos nulle, il faut écrire la formule sous
cette forme plus générale :

m2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

(
Ei
c2
.
Ej
c2
− ~pi

c
.
~pj
c

)
.

Pour des photons, on aura : Ei = h.νi et ~pi = h.νi
c .~ui, où ~ui est un vecteur

unitaire indiquant la direction du vecteur vitesse. La formule devient :

m2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

(
h.νi
c2

.
h.νj
c2
− h.νi

c2
.
h.νj
c2

.~ui.~uj

)
=
h2

c4
.

n∑
i=1

n∑
j=1

νi.νj .(1− cosφi,j).

Bien sûr, φi,j est l'angle formé par les vecteurs ~ui et ~uj .

On voit donc que la massem dépend non seulement des énergies individuelles
des photons, mais aussi des angles formés par leurs vecteurs vitesse les uns par
rapport aux autres. Pour que m s'annule, il faut et il su�t que φi,j soit nul pour
toutes les valeurs de i et de j, autrement dit que les vecteurs vitesse soient tous
parallèles et de même sens. Un faisceau lumineux parfaitement ordonné n'a pas
de masse, des rayonnements désordonnés en ont une.

Ceci nous conduit à considérer la masse non comme une mesure de l'énergie,
mais plutôt comme une mesure du désordre de l'énergie (ou, si on préfère, de
l'énergie désordonnée). Cette mesure du désordre fait penser, bien sûr, à l'entro-
pie ; mais, contrairement à l'entropie, qui augmente toujours, la masse au repos,
d'après ce qu'on croit savoir, est constante.

Une chose qu'il faut retenir, c'est que la masse est une propriété collective
attachée à un ensemble de particules : aucune d'entre elles n'en est propriétaire ;
donc la masse n'est localisée nulle part : elle est globale et non locale.
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Que les particules en jeu soient des photons ou des particules massives, la
masse résultante est donnée par :

m.c2 =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

(Ei.Ej − c2.~pi.~pj) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

(qi.qj)

où qi.qj est le produit scalaire des quadrivecteurs associés aux particules de
rangs i et j.

Revenons maintenant sur la section concernant l'e�et Doppler relativiste,
pour apporter un éclairage nouveau.

Rappelons-nous : un rayonnement électromagnétique (photon) C, vu par un
observateur A "immobile", avait pour longueur d'onde λ, pour période T et
pour fréquence ν. Un autre observateur B lui attribue une longueur d'onde λ′,
une période T ′ et une fréquence ν′. La distance entre A et B n'intervient pas ;
on peut la considérer comme nulle. La rapidité de B par rapport à A est ~w.
Selon A, le vecteur vitesse du photon fait un angle α avec ~w. Selon B, cet angle
est β (di�érent de α en raison du phénomène d'aberration de la lumière). Il
s'agit d'exprimer λ′, T ′ et ν′ en fonction de λ, T et ν.

Une première approche consiste à considérer A, B et C comme les trois som-
mets d'un triangle dans l'espace hyperbolique des rapidités. On peut remarquer
que C est un "point à l'in�ni". Nous avons étudié ce cas particulier dans la
section "Autres formules de trigonométrie hyperbolique".

Mais nous allons plutôt utiliser, comme ci-dessus, la quantité E1.E2−c2. ~p1. ~p2,
qui a la particularité d'être indépendante de la vitesse de l'observateur.

Nous allons donc calculer EB .EC − c2. ~pB . ~pC = EB .EC − c2.pB .pC .cosφ.

Selon l'observateur A :

EB = mB .c
2.chwc , c.pB = mB .c

2.shwc , EC = h.ν, c.pC = h.ν, donc :

EB .EC − c2.pB .pC .cosφ = mB .c
2.ch

w

c
.h.ν −mB .c

2.sh
w

c
.h.ν.cosφ ;

EB .EC − c2.pB .pC .cosφ == mB .c
2.ch

w

c
.h.ν.(1− v

c
.cosφ).

Dans un triangle hyperbolique, chaque angle est évalué localement, donc
l'angle φ doit être évalué par B, ce qui signi�e que φ = π − β. Ce qui signi�e
que :

EB .EC−c2.pB .pC .cosφ = mB .c
2.ch

w

c
.h.ν.(1+

v

c
.cosβ) = mB .c

2.h.ν.
1 + v

c .cosβ√
1− v2

c2

.
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Changeons de point de vue et calculons la même quantité évaluée par B.

Comme B se considère immobile, on aura : E′B = mB .c
2 et c.p′B = 0. D'autre

part : E′C = h.ν′ et c.p′C = h.ν′. Donc :

EB .EC − c2.pB .pC .cosφ = mB .c
2.h.ν′.

Si cette quantité est indépendante de l'observateur, alors on peut en déduire
que :

ν′ = ν.
1 + v

c .cosβ√
1− v2

c2

.

Dans la section sur l'aberration de la lumière, nous avons vu que :

1 + v
c .cosβ√

1− v2

c2

=

√
1− v2

c2

1− v
c .cosα

.

On en déduit que :

ν′ = ν.

√
1− v2

c2

1− v
c .cosα

.

Comme la longueur d'onde est inversement proportionnelle à la fréquence, on
en déduit que :

λ′ = λ.
1− v

c .cosα√
1− v2

c2

.

C'est la formule que nous avions démontrée dans la section sur l'e�et Doppler
relativiste.

Voici maintenant un petit complément purement mathématique sur la mul-
tiplication des exponentielles de vecteurs. Distinguons bien deux types de mul-
tiplications : le produit scalaire noté ".", et la multiplication formelle, qui cor-
respond au produit de convolution des séries, et que nous noterons ⊗.

Avec le produit scalaire, on a :

e
~w1
c .e

~w2
c =

(
ch

~w1

c
+ sh

~w1

c

)
.

(
ch

~w2

c
+ sh

~w2

c

)
;

e
~w1
c .e

~w2
c = ch

~w1

c
.ch

~w2

c
− sh ~w1

c
.sh

~w2

c
;

e
~w1
c .e

~w2
c = ch

w1

c
.ch

w2

c
− shw1

c
.sh

w2

c
.cosφ ;
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e
~w1
c .e

~w2
c = ch

w1

c
.ch

w2

c

(
1− v1v2

c2
.cosφ

)
.

Avec la multiplication formelle, on a :

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c =

(
ch

~w1

c
+ sh

~w1

c

)
⊗
(
ch

~w2

c
+ sh

~w2

c

)
;

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = ch

~w1

c
.ch

~w2

c
+ ch

~w1

c
.sh

~w2

c
+ sh

~w1

c
.ch

~w2

c
+ sh

~w1

c
.sh

~w2

c
;

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = ch

~w1

c
.ch

~w2

c
+ ch

~w1

c
.sh

~w2

c
+ sh

~w1

c
.ch

~w2

c
+ sh

~w1

c
.sh

~w2

c
;

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = ch

w1

c
.ch

w2

c
.

(
1 +

~v2

c
+
~v1

c
+
~v1. ~v2

c2

)
.

Regroupons les scalaires à gauches, les vecteurs à droite :

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = ch

w1

c
.ch

w2

c
.

(
1 +

~v1. ~v2

c2

)
+ ch

w1

c
.ch

w2

c
.

(
~v1 + ~v2

c

)
;

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = ch

w1

c
.ch

w2

c
.
(

1 +
v1.v2

c2
.cosφ

)
+ ch

w1

c
.ch

w2

c
.

(
~v1 + ~v2

c

)
.

Observons la partie scalaire :

ch
w1

c
.ch

w2

c
.
(

1 +
v1.v2

c2
.cosφ

)
= ch

w1

c
.ch

w2

c
+ sh

w1

c
.sh

w2

c
.cosφ = ch

w1 ⊕ w2

c
.

On aura reconnu ici le théorème d'Al Kashi hyperbolique. Attention : l'angle
φ est un angle extérieur au triangle, alors que dans la section sur la métrique
hyperbolique des rapidités nous avions utilisé l'angle intérieur, ce qui explique
la di�érence de signe.

On peut alors se demander si la partie vectorielle ne serait pas égale à

sh ~w1⊕ ~w2

c ; on aurait alors : e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = e

~w1⊕ ~w2
c . Mais ce n'est pas le cas ;

en e�et, quand on divise la partie vectorielle par la partie scalaire, on obtient :

~v1+ ~v2

c

1 + v1.v2

c2 .cosφ

alors qu'on devrait obtenir :

th
~w1 ⊕ ~w2

c
=

~v1

c
⊕ ~v2

c
=

~v1+ ~v′2
c

1 + v1.v2

c2 .cosφ
.

Rappelons que le vecteur ~v′2 s'obtient, à partir de ~v2, en multipliant sa compo-

sante perpendiculaire à ~v1 par

√
1− v2

1

c2 (la composante parallèle à ~v1 restant

inchangée). On pourra se reporter à la section sur la composition des vitesses
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dans l'espace.

Si on désire que la formule e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = e

~w1⊕ ~w2
c soit exacte, il faut travailler

en associant la multiplication formelle ⊗ avec la composition des vitesses ⊕, en
adoptant la dé�nition :

e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = ch

w1

c
.ch

w2

c
.
(

1 +
v1.v2

c2
.cosφ

)
+ ch

w1

c
.ch

w2

c
.

(
~v1 + ~v′2
c

)
.

Dans le cas où les vecteurs ~v1 et ~v2 sont colinéaires, on a ~v′2 = ~v2, donc les

deux dé�nitions coïncident, et on a alors : e
~w1
c ⊗ e

~w2
c = e

~w1⊕ ~w2
c , mais ce n'est

pas vrai dans le cas général.

18 Quelques mots sur la mécanique relativiste

Notre travail porte sur les vitesses en relativité restreinte, et non sur la mé-
canique relativiste ; ce dernier sujet est très vaste, et nous ne l'aborderons que
de manière super�cielle. Pour plus d'informations, on pourra se reporter à des
cours en ligne.

Commençons par la mécanique classique newtonienne (non relativiste). Consi-
dérons un mobile se déplaçant sur une droite ; son abscisse est x et sa vitesse est
v ; il est soumis à une force F. Appelons m sa masse, p son impulsion (quantité
de mouvement), E son énergie (et Ec son énergie cinétique). On a alors, selon
la mécanique classique, quelques formules fondamentales :



p = m v

Ec = 1
2m v2

F = dp
dt = mdv

dt

F = dE
dx

Passons à la mécanique relativiste.

Les égalités : F = dp
dt et F = dE

dx se ressemblent ; dt et dx sont les deux
composantes (temporelle et spatiale) de l'invariant de Minkowski élémentaire :
(ds)2 = (dx)2−(c dt)2 ; ceci traduit une parenté entre dp et dE, qui peut s'écrire
ainsi :

(dE)2 − (c dp)2 = F 2 (dx)2 − F 2 c2 (dt)2 = F 2 ((dx)2 − (c dt)2) = F 2 (ds)2.

Puisque ds est invariant par la transformation de Lorentz, on en déduit que la
quantité (dE)2−(c dp)2 est également invariante ; sachant que (dx)2−(c dt)2 est
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la forme in�nitésimale de l'invariant plus général x2 − (c t)2, on peut être tenté
de penser que (dE)2 − (c dp)2 est la forme in�nitésimale d'un autre invariant
plus général (invariant d'impulsion-énergie) : E2 − (c p)2 ; mais en mécanique
classique, cette quantité n'est pas invariante. Quels seraient les changements à
apporter à la mécanique classique pour que cette invariance soit assurée ?

Nous souhaitons avoir : d(E2−c2 p2)
dt = 0, ce qui se traduit par :

2 E
dE

dt
− 2 c2 p

dp

dt
= 0, ou : E

dE

dx

dx

dt
− c2 p dp

dt
= 0.

Remplaçons dx
dt par v, p par m v, dpdt et dE

dx par F ; il vient :

E F v − c2 m v F = 0, soit : E = m c2.

Sachant que E varie selon la vitesse, on en déduit que la masse m doit va-
rier aussi ; notons m0 la masse au repos (que nous supposerons invariante) , et
reprenons l'invariant d'impulsion-énergie :

E2 − c2 p2 = (m c2)2 − c2 (m v)2 = m2 c4
(

1− v2

c2

)
, soit m2

0 c
4 (pour v = 0) ;

on en déduit que :

m = m0√
1− v2

c2

, p = m v = m0 v√
1− v2

c2

, E = m c2 = m0 c2√
1− v2

c2

.

Voici donc les trois égalités essentielles, grâce auxquelles les lois fondamentales
de la mécanique deviennent invariantes par la transformation de Lorentz :

m = m0√
1− v2

c2

;

p = mv = m0v√
1− v2

c2

;

E = mc2 = m0c
2√

1− v2

c2

;

autrement dit :


m = m0 ch

w
c ;

p = m0 c sh
w
c ;

E = m0 c
2 chwc .

Nous voyons que nous venons de modi�er la dé�nition de l'énergie, dans
le but d'assurer l'invariance de la quantité E2 − (cp)2 (qui était déjà Lorentz-
invariante au niveau di�érentiel : dE2−(cdp)2). On peut se demander dans quelle

69



mesure cette modi�cation est légitime. On doit bien comprendre que cette mo-
di�cation n'est pas arbitraire, mais nécessaire, car une quantité qui n'est pas
Lorentz-invariante est inutilisable en relativité restreinte : elle ne peut pas avoir
de réalité physique. C'est la nouvelle dé�nition de l'énergie qui est légitime, et
non l'ancienne.

L'égalité ch2w
c − sh

2w
c = 1 se traduit par :(

E
m0c2

)2

−
(

cp
m0c2

)2

= E2−c2p2

m2
0c

4 = 1, donc :

E2 − c2p2 = m2
0c

4√
E2 − c2p2 = m0c

2.

C'est l'invariant d'énergie-impulsion, qui est indépendant de la vitesse de
l'observateur, de même que l'invariant d'espace-temps, ou distance d'univers :
s =

√
(c.∆t)2 − (∆l)2.

Un changement de point de vue (modi�cation de w) modi�e m, p et E, mais

ne modi�e ni m0, ni
√
E2 − c2p2 : c'est l'invariant d'impulsion-énergie. Celui-ci

ne peut être modi�é que par un phénomène physique accompagné d'un échange
d'énergie, avec modi�cation de m0 .

Dans un phénomène purement géométrique, sans échange d'énergie avec l'ex-
térieur, m0 est constant ; on a alors :

dp = m0 c d(shwc ) = m0 chwc dw = E
c2 dw = m dw, donc dp

dt = m dw
dt , ou

encore : F = mΓ.

On reconnaît la formule fondamentale de la mécanique Newtonienne : F est
la force (dé�nie par : F = dp

dt ) et Γ est l'accélération ; mais ici Γ est égal à dw
dt

et non à dv
dt . (La di�érence n'est sensible que pour v proche de c.) Ceci montre

bien le rôle central de la rapidité en mécanique relativiste.

On a aussi :

dE = m0 c
2 d(chwc ) = m0 c sh

w
c dw = p dw = m v dw.

dE
dx = m v dw

dx = m dx
dt

dw
dx = m dw

dt = mΓ = F , donc on a bien, comme on
pouvait s'y attendre :

F = mΓ = dp
dt = dE

dx , avec Γ = dw
dt .

La mécanique relativiste di�ère également de la mécanique classique par l'ex-
pression de l'énergie cinétique :
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Si E0 est l'énergie au repos : Ec = E−E0 = m0c
2√

1− v2

c2

−m0 c
2 = m0 c

2

(
1√

1− v2

c2

− 1

)
.

Quand v est très petit par rapport à c, Ec est proche de 1
2m0 v2, ce qui est

cohérent avec la mécanique classique.

Nous avons raisonné ici dans un espace de dimension un (une droite) mais

tout ce qui a été dit se transpose facilement à la dimension trois ; la force ~F ,
l'accélération ~Γ, la vitesse usuelle ~v, la rapidité ~w, l'impulsion ~p deviennent des
vecteurs, tandis que E reste un scalaire. On a alors :

~F = m.~Γ = m.
~dw
dt ;

dE = ~p. ~dw ;

~dp = E
c2 .

~dw = m. ~dw.

Ces deux dernières égalités peuvent être démontrées facilement en di�éren-
ciant les égalités vectorielles : E = m0.c

2.ch ~wc et ~p = m0.c.sh
~w
c :

dE = m0.c
2.sh

~w

c
.
d~w

c
= m0.c.sh

~w

c
.d~w = ~p.d~w (produit scalaire) ;

d~p = m0.c.ch
~w

c
.
d~w

c
= m0.ch

~w

c
.d~w =

E

c2
. ~dw = m. ~dw.

Ces formules sont d'une grande simplicité, mais il faut les utiliser avec pré-
caution. En e�et, l'emploi du cosinus et du sinus hyperboliques de vecteurs
appartenant à l'espace hyperbolique des rapidités n'est pas sans conséquence.

Il est essentiel de se rappeler que la seule addition dé�nie sur l'espace des
rapidités est la composition notée ⊕. Lorsque nous parlons d'une variation in-
�nitésimale d~w de la rapidité ~w, nous devons préciser que cette variation est
évaluée par un obsevateur galiléen ayant lui-même pour rapidité ~w. Pour un
observateur de référence de rapidité ~0, la rapidité du mobile sera alors : ~w⊕d~w,
et sa vitesse sera : ~v⊕ d~v. D'après la formule de la composition des vitesses non
colinéaires, on aura :

~v ⊕ d~v =
~v + (d~v)′

1 + ~v.d~v
c2

= ~v + (d~v)′.

Rappelons que (d~v)′ est égal à d~v si d~v et ~v sont colinéaires ; mais si d~v et

~v sont perpendiculaires, alors : (d~v)′ = d~v.
√

1− v2

c2 . C'est ce que nous avons

vu dans la section sur la composition des vitesses non colinéaires. Ceci peut se
résumer ainsi, en séparant les composantes dans un repère orthogonal (Oxyz),
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tel que Ox soit parallèle à ~v :
(d~v)′x = d~vx ;

(d~v)′y = d~vy.
√

1− v2

c2 ;

(d~v)′z = d~vz.
√

1− v2

c2 .

Dès lors, les formules relativistes concernant les forces, qui ont été rappelées
dans la section intitulée "forces", s'éclairent d'un jour nouveau. Nous avions
démontré que : 

F ′x = Fx ;

F ′y = Fy.
√

1− v2

c2 ;

F ′z = Fz.
√

1− v2

c2 .

Le facteur
√

1− v2

c2 , qui concerne uniquement les composantes de la force

qui sont perpendiculaires à la vitesse du mobile, est précisément celui que nous
venons de mettre en évidence ci-dessus, concernant les composantes de l'accé-
lération perpendiculaires à cette vitesse. Ce facteur n'intervient pas lorsqu'on
travaille dans l'espace hyperbolique des rapidités ; il apparaît seulement lors-
qu'on transpose les résultats dans l'espace euclidien des vitesses. Son origine se
trouve dans la loi de composition des vitesses, et non dans la loi de composition
des rapidités.

En plus de la conservation de l'énergie et de l'impulsion, on pourra utiliser
dans les calculs la conservation du moment cinétique.

Le moment cinétique d'un mobile par rapport à un point O est : ~µ = ~p ∧ ~r
(produit vectoriel de l'impulsion par le rayon vecteur joignant O au mobile).
Pour qu'il se conserve, il faut que le mobile se déplace librement, ou soit soumis
à une force parallèle à ~r. Démontrons-le :

d~µ

dt
=
d~p

dt
∧ ~r + ~p ∧ d~r

dt
;

remplaçons
d~p

dt
par ~F , ~p par m~v et

d~r

dt
par ~v ; l'égalité devient :

d~µ

dt
= ~F ∧ ~r + m~v ∧ ~v.

Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul, donc ~F ∧ ~r = ~0 et

m~v ∧ ~v = ~0, ce qui entraîne :
d~µ

dt
= ~0.
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19 Liens entre l'impulsion et l'énergie

Nous allons voir quelques formules fondamentales concernant l'énergie et
l'impulsion d'une particule-test de masse au repos m0, d'énergie E et d'impul-
sion ~p.

Nous commencerons par reprendre l'étude de l'énergie et de l'impulsion et
de leurs di�érentielles dans le cadre de la relativité restreinte. E = m0.c

2.ch ~wc ;

c.~p = m0.c
2.sh ~wc .

Nous supposerons m0 �xé, et ~w variable.

On peut en tirer plusieurs conclusions ; par exemple :

c.~p = m0.c
2.
~v

c
.ch

~w

c
=
~v

c
.E ;

E2 − c2.~p2 = m2
0.c

4.

(
ch2 ~w

c
− sh2 ~w

c

)
= m2

0.c
4.

Lorsque ~w varie, l'énergie et l'impulsion varient ainsi : dE = m0.c
2.sh ~wc .

d~w
c = m0.c

2.~vc .ch
~w
c .
d~w
c = ~v

c .E.
d~w
c = c.~p.d~wc ;

c.d~p = m0.c
2.ch ~wc .

d~w
c = E.d~wc . dE = c.~p.d~wc ;

c.d~p = E.d~wc .

De ce qui précède, on tire facilement :

~v

c
.c.d~p =

~v

c
.E.

d~w

c
= dE. c.~p = ~v

c .E ;

dE = ~v
c .c.d~p.

Remarquons aussi que :
dE

E
=
~v

c
.
d~w

c
.

Remplaçons ~v par d~l
dt : 

c.~p = d~l
c.dt .E ;

dE = d~l
c.dt .c.d~p.
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Ce qui peut s'écrire :  c2.~p.dt = E.d~l ;

dE.dt = d~l.d~p.

En posant ~F = d~p
dt (dé�nition newtonienne de la force) on voit que :

dE = d~l.
d~p

dt
= ~F .d~l.

On obtient donc les égalités suivantes : dE = ~F .d~l = c.~p.d~wc ;

c.d~p = ~F .c.dt = E.d~wc .

~F .d~l.dt = dE.dt = d~p.d~l.

En termes de quadrivecteurs, on peut écrire :

(dE, c.d~p) = ~F .(d~l, c.dt) ;

(dE, c.d~p) =
d~w

c
.(c.~p, E).

Que signi�ent ces formules ? Comme nous avons supposé la masse m0 �xée
et la rapidité ~w variable, on pourrait dire qu'elles sont adaptées pour décrire des
changements de repère. Elles font alors double emploi avec la transformation de
Lorentz, qui décrit comment la scène se modi�e en fonction de la rapidité ~w de
l'observateur. Mais elles sont adaptées aussi à des situations physiques comme
les chocs élastiques. Attention : dans les chocs inélastiques, les mobiles font des
échanges plus profonds, capables éventuellement de modi�er leur masse au repos.

20 Petit formulaire sur les fonctions trigonomé-

triques circulaires et hyperboliques

Dé�nitions :

- cosinus hyperbolique : ch(x) = ex+e−x

2

- sinus hyperbolique : sh(x) = ex−e−x
2

- tangente hyperbolique : th(x) = sh(x)
ch(x) = ex−e−x

ex+e−x

Propriétés fondamentales :
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cos(0) = 1

cos(−x) = cos(x)

sin(0) = 0

sin(−x) = −sin(x)

cos2(x) + sin2(x) = 1

ch(0) = 1

ch(−x) = ch(x)

sh(0) = 0

sh(−x) = −sh(x)

ch2(x)− sh2(x) = 1

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x) = 2 cos2(x)− 1 = 1− 2 sin2(x)

sin(2x) = 2 cos(x).sin(x)

cos(x+ y) = cos(x).cos(y)− sin(x).sin(y)

cos(x− y) = cos(x).cos(y) + sin(x).sin(y)

sin(x+ y) = sin(x).cos(y) + sin(y).cos(x)

sin(x− y) = sin(x).cos(y)− sin(y).cos(x)

ch(2x) = ch2(x) + sh2(x) = 2 ch2(x)− 1 = 1 + 2 sh2(x)

sh(2x) = 2 ch(x).sh(x)

ch(x+ y) = ch(x).ch(y) + sh(x).sh(y)

ch(x− y) = ch(x).ch(y)− sh(x).sh(y)

sh(x+ y) = sh(x).ch(y) + sh(y).ch(x)

sh(x− y) = sh(x).ch(y)− sh(y).ch(x)

Dérivées :
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d(cos(x))
dx = −sin(x)

d(sin(x))
dx = cos(x)

d(ch(x))
dx = sh(x)

d(sh(x))
dx = ch(x)

Développements en série :

ex = 1 + x+ x2

2 + x3

6 + x4

24 + x5

120 + x6

720 + ...+ xn

n! + ...

e−x = 1− x+ x2

2 −
x3

6 + x4

24 −
x5

120 + x6

720 + ...+ (−1)n x
n

n! + ...

ch(x) = 1 + x2

2 + x4

24 + x6

720 + ...+ x2n

(2n)! + ...

sh(x) = x+ x3

6 + x5

120 + ...+ x2n+1

(2n+1)! + ...

cos(x) = 1− x2

2 + x4

24 −
x6

720 + ...+ (−1)n x2n

(2n)! + ...

sin(x) = x− x3

6 + x5

120 − ...+ (−1)n x2n+1

(2n+1)! + ...

Liens entre fonctions trigonométriques, exponentielles et hyperboliques :

eix = cos(x) + i sin(x) (où i =
√
−1)

e−ix = cos(x)− i sin(x)

ch(ix) = cos(x)

sh(ix) = i sin(x)

cos(ix) = ch(x)

sin(ix) = i sh(x)
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