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1 Avertissement

Ce document fait partie d’un ensemble centré sur la gravitation, comportant
plusieurs volets, dont certains, & premiére vue, ne sont pas directement liés a la
gravitation, mais qui seront supposés connus par la suite :

01) Gravitation relativiste : introduction

- Relativité restreinte :

02) Les vitesses en Relativité restreinte

- Physique quantique :

03) Physique quantique : généralités

04) Physique quantique : I’aventure collective

- Gravitation :

05) La relativité générale a-t-elle été prise en défaut ?

06) Gravitation relativiste : principes fondamentaux

07) Gravitation et critére de Schild

08) L’hypothése du champ d’entrainement


http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Gravitation_relativiste.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Les_vitesses_en_Relativite_restreinte.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Physique_quantique_generalites.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Physique_quantique_aventure_collective.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/La_relativite_generale.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Principes_fondamentaux.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Gravitation_et_critere_de_Schild.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Champ_entrainement.pdf

09) Métriques et géodésiques

10) Tenseur de Ricci

11) Potentiel gravitationnel

12) Ni ou Schwarzschild ?

13) Gravitation et vide quantique

14) L’hypothése du flux a double sens

15) Etude du systéme solaire en métrique de Ni
16) Etude des systémes binaires en métrique de Ni
17) Sur la matiére noire

18) Trous noirs et trous gris

19) Ondes gravitationnelles

20) Gravitation et cosmologie

2 Résumé

Nous nous proposons d’étudier ici les métriques susceptibles de traduire ce
que nous savons de la gravitation, interprétée comme une courbure de ’espace-
temps. Le but est de dégager les fondations mathématiques sur lesquelles vien-
dront s’appuyer les documents suivants. Nous nous placons dans la situation la
plus simple : celle d’un champ gravitationnel statique (indépendant du temps), &
symétrie sphérique, produit par un corps central supposé ponctuel et immobile.
Ce choix sera justifié plus tard par des considérations sur le vide quantique.
Nous garderons en téte I’exemple du systéme solaire, avec son étoile centrale
massive et son cortége de planétes de masses négligeables par rapport a celle du
Soleil. Nous porterons une attention particuliére a la métrique de Schwarzschild
et & la métrique triviale de Ni, et nous nous attacherons a faire apparaitre le plus
clairement possible les atouts de ces deux meétriques, dans la recherche d’une
meilleure compréhension du probléme de la gravitation, supposé & priori non
résolu.


http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Metriques.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Tenseur_de_Ricci.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Potentiel_gravitationnel.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Ni_ou_Schwarzschild.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Gravitation_et_vide_quantique.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Flux_a_double_sens.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Systeme_solaire.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Systemes_binaires.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Matiere_noire.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Trous_noirs.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Ondes_gravitationnelles.pdf
http://jeanpierre.chabert.free.fr/Etudes/Gravitation_et_cosmologie.pdf

3 Coordonnées sphériques

Nous allons travailler en coordonnées sphériques ; les coordonnées d’un point
de l'espace-temps seront donc : (ct, 7, 6, ¢). Les trois coordonnées spatiales
(r, 0, ¢) sont reliées aux coordonnées cartésiennes (x, y, z) par les formules :

x = r.sinf.cos ;
y = r.sinf.sing ;

z = r.cosf.

En différenciant ces égalités, nous obtenons :

dx = dr.sinf.cos¢ + r.cost.df.cosp — r.sinf.sing.d¢ ;
dy = dr.sinf.sing + r.cos6.df.sing + r.sinf.cosp.d¢ ;

dz = dr.cosf — r.sinf.df.

La distance élémentaire dl entre deux points trés proches s’évalue ainsi :

di? = da? + dy? + d2* ;
di* = (sinf.cosp.dr + r.cosh.cosp.df — r.sinf.sing.dp)>...
... + (sinB.sing.dr + r.cosh.sing.dd + r.sinf.cosp.dp)>...
w.. + (cosB.dr — r.sinf.d6)? ;
di? = (5in*0.cos*¢ + sin*0.sin¢ + cos>0).dr?...
oo+ (r%.c08%0.cos% ¢ + 12 .cos%0.5in> ¢ + 12 .5in>0).d6>...
oo+ (r2.5i020.510° ) + 12 .5in0.cos ) .dg> ..
.. 4 2.(r.cos0.5inf.cos* ¢ + r.cosl.sinf.sin’ ¢ — r.cosh.sind).dr.df...
oo+ 2.(—1.5in%0.cos¢.51n0 + 1.51n*0.co5¢).5inP).dr.dg...
oo + 2.(=72.c0s0.51n0.cosp.sing + 12 .cosh.sinb.cosp.sing).dd.deo.

Aprés simplification :

di? = dr? + r2.d6* + 2 .sin? 0.d¢>.



4 Meétriques diagonalisables

L’espace-temps euclidien de la relativité restreinte, ou espace-temps de Min-
kowski, est caractérisé par une "distance" élémentaire ds (intervalle spatio-
temporel, ou intervalle d’univers), définie par :

ds® = 2.dt* — dI2.

On peut aussi ’exprimer, localement, en utilisant les coordonnées (ct, x, y, 2),
ou l'axe des z est radial (c’est l'axe reliant le "Soleil" a la "planéte"), les
deux autres axes étant perpendiculaires au premier ("tangentiels") et égale-
ment perpendiculaires entre eux. La coordonnée x est donc égale & r. On a
alors : dI? = dx? + dy? + dz?; donc la métrique de Minkowski devient :

ds* = .dt* — (da?® + dy* + dz?).
On peut I’écrire aussi en coordonnées sphériques :
ds? = 2.dt* — (dr® +r2.d0° + r*.sin® 0.d¢?) .

Cette formule exprime la métrique euclidienne de 'espace-temps de Minkowski.

L’étude de la gravitation montre que cette formule doit étre adaptée pour
intégrer le champ gravitationnel, qui peut étre interprété comme une courbure
de I’espace-temps. D’aprés notre interprétation du critére de Schild, la spécificité
de la gravitation est de nous obliger & distinguer les points de vue des différents
observateurs en fonction de leur potentiel gravitationnel, et plus spécialement
le point de vue de I'observateur local du point de vue de ’observateur distant.

Nous admettrons que la relativité restreinte est toujours valable localement,
donc on peut raisonner localement (& une échelle infinitésimale) comme dans un
espace-temps de Minkowski, ce qui signifie que :

d52 = CQ'dtleC - (dxleC + dy?OC + leZOC)'

Mais nous ne pouvons pas nous contenter d’une équation valable seulement
dans un domaine infinitésimal ; nous voulons une équation qui nous parle de
I’espace-temps dans son ensemble : nous allons adopter le point de vue de 1’ob-
servateur distant.

Dans le document précédent (voir les matrices de changement de potentiel)
notre raisonnement nous avait conduit a ces relations :

_k
c.dtipe = €7 r.c.dtyist ;
k
dzioc = € .dTgist ;

k
dyloc = 6?~dydist ;

k
dzjpe = €7 .dZgist-



Les coefficients e+ et e+ sont le coefficient de dilatation du temps (ralentis-
sement des horloges locales) et de dilatation de I’espace (raccourcissement des
régles locales) dans le voisinage d’un corps massif, du point de vue de 1’obser-
vateur distant.

La métrique correspondante est donc :

2 _ 2 -2k ;.9 2k 2 2 2
ds®=c e v 'dtdist —er '(dxdist + dydist + dzdist)'

C’est la métrique triviale de Ni, qu’on peut écrire aussi :
2 2 2.2 2 _2.2 2 2 2
ds® =c".e 'dtdist —ec < '(dl'dist + dydist + dzdist)'

La premiére formulation est celle qu’on utilise dans le cas d’un champ & sy-
métrie sphérique produit par un corps unique (supposé ponctuel); la seconde
peut s’utiliser dans des situations plus diverses, a condition d’admettre le role
fondamental du potentiel & dans la courbure de ’espace-temps.

Mais nous voulons faire ici une étude plus générale. Nous allons conserver
notre raisonnement basé sur l’existence de coefficients de dilatation du temps et
de I'espace, mais sans leur attribuer, & priori, les valeurs particuliéres qui figurent
dans la métrique de Ni; ce choix nous conduit & sélectionner les équations de la
forme :

2 _ 2 2 2 2 2
ds” = ¢ .oudtyy — B.drgy — V.Y — V-d2gie-

Nous noterons : dtg;st = dt, dgist = dx = dr, dygist = dy, dzgist = dz; ce qui
donne :

ds* = a.c®.dt* — B.dr® — ~.(dy* + dz?).
En coordonnées sphériques :
ds® = a.c®.dt®> — B.dr* — v. (7*2.(192 + 72 sin? 9.dq§2) .

On doit comprendre que «, 3 et -y sont trois fonctions positives ne dépendant
que de la seule variable r (dans le cas d’un champ & symeétrie sphérique produit
par un corps unique) ou de ® (dans le cas général); elles sont indépendantes
de 0 et ¢ en raison de la symétrie sphérique. Leurs racines carrées sont les co-
efficients de dilatation du temps et de l'espace : v/« pour le temps, /3 pour
I’espace selon la direction radiale, \/7 pour I'espace selon les deux directions
tangentielles (perpendiculaires a la direction radiale).

Les quatre coefficients : g11 = «, gao = —f3, g33 = —v.r? et gaqs = —y.r2.5in? 0,
définissent la métrique de I’espace-temps courbé par la gravité. Cette métrique
peut étre représentée sous forme de matrice (dans le cas présent, une matrice
diagonale, pour des raisons de symétrie) :

g1 O 0 0 a 0 0 0

_ 0 g2 0 O | 0 -8 0 0

Ji= 0 0 g3 0 [0 0 —qu? 0
0 0 0 gas 0 O 0 —.r?.sin? 0



La relativité restreinte étant toujours valable localement, un observateur lo-
cal qui étudie le mouvement des mobiles dans son voisinage proche ne détectera
aucune courbure (au premier ordre) ; ses observations seront en accord avec la
matrice de Minkowski, qui lui servira de base de travail. La matrice que nous
venons d’introduire ci-dessus (avec les trois coefficients «, f et vy, destinés a dé-
crire une courbure) sera utilisée par un autre observateur situé loin de la scéne
(observateur distant). Ils voient la méme scéne, mais ne Uinterprétent pas de la
méme fagon, en termes d’espace et de temps. Cette distorsion est due au fait
qu’ils ne sont pas situés dans un méme potentiel gravitationnel.

Comme I’étude des espaces courbes nécessite 'utilisation du calcul tensoriel,
qui est outil privilégié, nous devons apporter quelques précisions. Tout d’abord,
les différentielles des coordonnées usuelles que nous utilisons (qu’elles soient
cartésiennes ou sphériques) sont considérées comme des tenseurs contravariants,
et se notent avec un indice placé en haut, & la maniére d’un exposant. Pour les
coordonnées sphériques, par exemple, il est d’usage d’écrire :

da! = c.dt;

da? =r;

dad = r.db;

dz* = r.sinf.do.

Il faudra prendre garde de ne pas confondre les indices placés en haut (contra-
variants) avec des exposants !

Quant aux coefficients de la métrique (g11,...), nous les avons écrits avec des
indices placés en bas, car ils sont covariants; mais on peut aussi utiliser leur
version contravariante, qui est la suivante :

g0 0 0 é O1 0 0
i 0 ¢*2 0 0 B 0 -3 0 0
=1 o 0 ¢® o [Tl0 0 —% 0
0 0 0 g¢* 0 0 0 L

~v.r2.sin2 0

Les métriques qui peuvent s’exprimer ainsi sont les métriques diagonali-
sables ; ce sont celles que nous allons étudier ici.

5 Meétriques isotropes : définition

Si le coefficient de dilatation de ’espace est identique quelle que soit la direc-
tion, on a v = 3 (autrement dit goo = —8, g3z = —B.7% et guy = —B.7%.sin? 0),



et la métrique devient :
ds® = a.c®.dt* — . (d’r'2 +r2.d0% + r2.sin? 9.dq52) ,
ou, plus simplement :

ds® = a.c®.dt* — B.dI>.

On aura compris que dl désigne une longueur élémentaire de direction quel-
conque, évaluée par I'observateur distant.

Dans ce cas, nous parlerons de métrique isotrope.

On a alors :
gin O 0 0 a 0 0 0
o 0 g2 0 O [ o -8 0 0
95i=1 0 0 g 0 | | 0 0 —Ba? 0
0 0 0 gu 0 0 0 —B.r?.sin? 0

Par exemple, la métrique de Ni est isotrope; celle de Schwarzschild ne Dest
pas.

Le grand intérét des métriques isotropes vient du fait que la distance radiale
r peut étre éliminée au profit de ®; ceci ouvre la porte & une théorie basée
uniquement sur le potentiel ®. Il suffit que « et S soient des fonctions de @ et
non de 7.

6 Meétriques radiales : définition

Si la dilatation de l’espace ne concerne que la direction radiale, on a v =1
(autrement dit g3 = —12 et gy = —r2.5in? 0), et la métrique devient :

ds® = a.c®.dt? — B.dr® — (7‘2.d92 + 72 .sin? 9.d¢2) .

Dans ce cas, nous parlerons de métrique radiale.

On a alors :
g1n O 0 0 a 0 0 0
o 0 g 0 O | 0 -8 0 0
gid 0 0 g 0 | [0 0 -2 0
0 0 0 gas 0 O 0 —r2.5in2 0



Par exemple, la métrique de Schwarzschild est isotrope; celle de Ni ne D'est
pas.

7 Meétriques homogénes : définition

Si les coefficients « et 8 sont égaux (autrement dit goo = —g11), la métrique
devient :

ds? = a.c®.dt?* — o.dr® — . (7‘2.(192 +72.sin? HdOZ) .

Dans ce cas, nous parlerons de métrique homogeéne.

On a alors :
gin O 0 0 a 0 0 0
o 0 g2 0 0 [ 0 —a 0 0
Ji=1 0 0 g3 0 || 0 0 —yr? 0
0 0 0 gu 0 0 0 —v.r2.sin? 0

Les métriques de Schwarzschild et de Ni ne sont pas homogénes.

8 Meétriques symétriques : définition

Si les coefficients a et 3 sont inverses (8 = L, donc gos = —g%), la métrique
devient :

ds® = a.c®.dt> — =.dr® — . (’r'z.dﬁz + 72.sin? H.dgbz) .
fe!

Dans ce cas, nous parlerons de métrique symétrique.

On a alors :
giu O 0 0 a 0 0 0
o 0 g2 O 0 _ 0 —é 0 0
FiZl 0 0 g 0 |70 0 2 0
0 0 0  gua 0 O 0 —'y.rz.sin2 0

Les métriques de Schwarzschild et de Ni ne sont toutes les deux symétriques.



9 Meétriques pré-relativistes : définition

. _2k s .
Si o = e~ 7+, la métrique devient :

2k
p

ds? = e 7 ..dt* — B.dr? — . (rz.d92 +12.sin? 9.d<f)2) .

Dans ce cas, nous parlerons de métrique pré-relativiste.

On a alors :
gn 0 0 0 e 0 0 0
o 0 go2 0 0 _ 0 —,3 0 0
Yij 0 0 g3 O 0 0 —y.r? 0
0 0 0 gas 0 0 0 —.r%.5in? 0

La métrique de Ni est pré-relativiste, celle de Schwarzschild ne ’est pas.

Dés que nous avons cherché a interpréter le critére de Schild, nous avons
rencontré cette condition sur le coefficient de dilatation du temps : /o = e~ ;
c’est donc le pilier principal de notre travail qui nous a aiguillé vers la métrique
de Ni. Mais nous avons fait ensuite appel a d’autres hypothéses, comme la loi
d’harmonisation dynamique des régles et des horloges, dont la validité sera dis-

cutée plus loin.

10 Lagrangien

En gravitation newtonienne, le lagrangien est égal a la différence entre 1’éner-
gie cinétique et ’énergie potentielle du mobile :

1
L=FE.—FE,= 5.771/.1)2 —m.d.

On considére que L est une fonction du temps ¢, des cordonnées spatiales x1,
9 et x3 du mobile, et des composantes v1, vo et vs de sa vitesse. Les équations

de Lagrange s’écrivent :
d (0L oL
dt (81}1) 31”7 (Z ’ 27 3)

2

Remplagons L par %.m.v —m.®, ot v? = v¥+v3+03, et ot P est le potentiel

newtonien, fonction de 1, x2 et x3 (mais indépendant de v).

OL 9 (3.m.(v7 +v3 +03))
6’07; - avi

= m.u; ;

10



d (L 7ﬁ(mv_)7mdvi.
dt \ov; ) dt> " T dt

oL _ 0%
8.731' o 8$l

On a donc, selon les équations de Lagrange :

d”Ui o0 .
m.— = fm.axi (1=1,2,3);
dv -
= —yvo.
dt v

Ce calcul classique n’a pas beaucoup de sens en relativité, non seulement a
cause de l'expression de I’énergie cinétique, qui n’est pas relativiste, mais aussi
parce-que ’évaluation de toutes les quantités qui y figurent (sauf ®) varient
en fonction de I'observateur. On pourrait donc penser que cette approche new-
tonienne est trés éloignée de la réalité. Remarquons quand méme, pour ceux

: : ] Al ’ : 2 . F AR _ 1 2
qui seraient "choqués" par I'expression de I’énergie cinétique (E. = 5.m.v%),
que cette énergie n’intervient ici que par sa dérivée par rapport & v;, qui est
Cfllf? = % = m.v; = p; (composante de I'impulsion). On pourrait donc formuler

les équations classiques de Lagrange directement sous leur seconde forme :

dt - 6$1 ’
L dp .
= % =-—m.yo.

Tout ceci est trés simple et parfaitement cohérent en mécanique newto-
nienne; mais nous sommes partis de I’égalité : L = E, — E, = %.m.v2 - m.®,
qui n’a aucun sens en gravitation relativiste. En effet, dans ce contexte, ’éner-
gie cinétique E. et I’énergie potentielle £, ne sont pas séparables, car elles se

>

combinent selon une formule du type E = mo.CZ.Ch%.e?. En revanche, il est

possible de séparer 'impulsion de 1’énergie, en utilisant une formule du type :
D D

cp = mo.CQ.sh%.e_T2 = mg.c.v.ch®.e”<*. On a alors (en utilisant les formules

dérivées de la métrique de Ni, que nous reprendrons et développerons plus loin) :

S
FE =FEgis = mo.cz.ch%.ec2 ;

P 2.9
— w -5
Ddist-Vdist = Mo-C.8hZ.e” <% Wjpc.e 2

— 2 (W ooE
= mg.v°.ch®.e<%.
En relativité restreinte, le potentiel ® n’intervient pas, et on a alors :

E =mg.c>.ch® ;
c

— 2 w
p.v =mgo.v°.ch®.

11



Dans ce cas, on peut remarquer que :

1 v? 1
pv — E ~ —mg.c. (1 — z> = —mq.c? + i.mo.vz.

Comme le lagrangien est défini & une constante prés, on peut supprimer,

si on le désire, le terme —myg.c?, et il reste 3.mg.v?, qui est le lagrangien de la

mécanique newtonienne (pour ¢ = 0). On va donc poser, en relativité restreinte :

2 v?
L=pv—FE=—mg.c”. 1—0—2.
Comme ds? = c®.dt? — dI?, on a % =4/1— % = \/1— Z—; On a donc :
ds
L =—mg.c.—.
0T dt
On peut poser : S = —mg.c.s, et on a alors :
dS
L=—.
dt

Cette quantité S (définie & une constante prés) est appelée action.

Par rapport & ’approche newtonienne, l’avantage est qu’on fait intervenir
ici l'invariant lorentzien ds. A partir du moment ot on se place dans le cadre
de la relativité restreinte, il est indispensable de baser toutes les notions fonda-
mentales sur des invariants lorentziens.

Revenons maintenant au contexte gravitationnel, en réintroduisant le poten-
tiel ®; il vient :

w D w P
_ _ 2 2 = .
L = paist Vaist — Eaist = mo.vj,..ch p ez —mg.c”.ch c ez
v2

2 2
L=—mg.co]/1— —.e2.
c?

N’oublions pas que v = vjgc.

12



il
Pour & suffisamment petit et v << ¢, nous avons d’une part e? ~ 1 + 2
2
et d’autre part /1 — 2—2 ~1-— %’C’—Z ; nous obtenons :

1 v? 0]
La~-mpc? (1-=2.=).(1+=).

. 2
Développons, en négligeant les termes en 2—2;% :

1
L~ —mgc®+ §.m0.v2 — mg.D.

. 2 ~ ~
Nous retrouvons, au premier ordre en 75 et en ®, et & une constante pres
(—mqg.c?), le lagrangien de la gravitation newtonienne.

Dans ’espace-temps courbe, la relativité restreinte est toujours valable lo-
calement, donc on a :

ds* = c2.dt?,, —dth,, = c*dt? . [1— Al =c2.dtl . 1—12 ;
oc oc oc C2.dt2 oc ’

loc

ds /1 vj
cdtipe 2’

P
Comme dt = dtgis¢ = € <2 .dtjoe, ON a :

ds 2 a
= — — 2.

cdt c?

Par conséquent, on peut écrire :

/ V2 ds
L=-moc?/1—=.e% = —mg.c.—.
0 c? 0" at

La formule du lagrangien utilisée en relativité restreinte est toujours valable
en gravitation relativiste, & condition de préciser que dt est évalué par un ob-
servateur distant (ou par tout autre observateur immobile, n’accompagnant pas
le mobile) :

ds
L =—mg.c.—.
Ot
Comme précédemment, on peut toujours poser : dS = —myg.c.ds, ce qui en-
traine : [ = %.

Si on désire utiliser cette formule pour calculer les équations des géodésiques,
on écrit que L.dt = —myg.c.ds. La quantité [ L.dt = —mg.c. [ dS doit étre mini-
male sur toute la trajectoire (propriété fondamentale du lagrangien) ; autrement
dit, [ ds doit étre maximale. C’est cette propriété que nous utiliserons dans les
paragraphes d’introduction aux géodésiques : une géodésique est une trajectoire

13



qui maximise le temps propre.

On peut remarquer que toutes les formules que nous venons de voir, concer-
nant aussi bien la gravitation newtonienne que la relativité restreinte ou la gravi-
tation relativiste, attribuent un roéle particulier au temps. Mais on sait qu’en re-
lativité générale, en raison de la covariance totale des équations, toute propriété
liée au temps doit pouvoir se transposer, automatiquement, aux coordonnées
d’espace. De brillants mathématiciens, comme Elie Cartan, on travaillé sur un
lagrangien dégagé de la notion de temps. Leurs calculs sont irréprochables, mais
s’appuient sur les idées d’Einstein, donc sur la covariance généralisée, considérée
comme un dogme. Ceci coupe un peu plus les théories de la gravitation de la
physique quantique, dans laquelle le temps a un réle bien particulier.

Dans cette conception du lagrangien, on n’aura plus : dS = L.dt, mais
dS = L.dt.dzx.dy.dz. On est alors conduit a faire une intégration sur tout
I’espace-temps. Mais la cohérence du raisonnement exige que dt.dx.dy.dz soit
un invariant (qu’on peut appeler le volume élémentaire d’espace-temps).

En relativité restreinte, dV = dt.dx.dy.dz est bien un invariant. Effective-
ment, si la distance spatio-temporelle entre deux événements est (dt, dx, dy, dz)
pour un premier observateur, alors, pour un second observateur se déplacant a
la vitesse v par rapport au premier, selon ’axe des x, ce sera (dt’, d2’, dy’, dz’),

avec dt’ = - dtﬁ, dz’' = dzx. (1 — ’;—j), dy' = dy, dz’ = dz; il en résulte qu'on a
2

bien dt’.d;v’.dyi.dz’ = dt.dx.dy.dz. Plus rigoureusement, ceci vient du fait que le
déterminant de la matrice de Lorentz est égal & 1.

Dans la métrique de Schwarzschild, le coefficient de dilatation du temps, di
au potentiel gravitationnel, est /o = 4/1 — 2;—’“, et les coefficients de dilatation
de I’espace sont /B = —= (selon la direction radiale), et /4 = 1 (selon les

2.k
-2k

deux directions tangentielles) ; leur produit est :

Var/Bava=1/1- QTk\/llﬁu =1.

Donc, dans la métrique de Schwarzschild, le volume élémentaire d’espace-
temps est conservé par la matrice de changement de potentiel; et ceci doit
étre vrai, plus généralement, en relativité générale. Et ce n’est pas par hasard :
c’est parce-que, selon le principe d’équivalence fort, le champ gravitationnel doit
pouvoir étre "effacé" par une accélération adéquate, autrement dit la matrice de
changement de potentiel doit étre équivalente & une matrice de Lorentz conve-
nablement choisie ; donc la conservation du volume élémentaire d’espace-temps
doit s’appliquer non seulement & la matrice de Lorentz, mais aussi & la matrice
de changement de potentiel. On pourrait dire (méme si a Porigine ce choix a
été formulé differemment) que cette matrice de changement de potentiel a été
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imaginée, intentionnellement, dans le but de la rendre interchangeable avec une
matrice de Lorentz.

Mais ceci n’est pas vrai pour d’autres métriques. Par exemple, en métrique
de Ni, on a : ya = e et VB =7 = e_v%, donc a./B.\/7.\/7 = e 3
Le volume élémentaire d’espace-temps n’est pas conservé par les matrices de
changement de potentiel. Ceci vient du fait que cette métrique ne respecte pas
le principe d’équivalence fort : une matrice de changement de potentiel ne peut
pas étre "effacée" par une matrice de Lorentz. Ce sont des matrices de nature
différente, I'une ayant une signification physique (car le potentiel est lié a I’éner-
gie), autre purement cinématique (ou, mieux : mathématique).

On peut contourner le probléme en remplagant le lagrangien par une densité
lagrangienne. On fait alors intervenir le facteur /—g, o g est le déterminant
de la métrique.

Si on choisit d’exprimer une métrique diagonalisable de maniére localement,
cartésienne, on obtient :

gn 0 0 0 a 0 0 0

L 0 g2 O 0 o -5 o0 0
9i= 0 0 g3 0o [Tl o o — 0
0 0 0 ga4 0 0 0 -y

Son déterminant est g = a..(—f).(—7).(—v) = —a.3.~%, donc \/—g = Va.B.7.
Si la métrique est symétrique («. = 1), on obtient : \/—g = 7.

Par exemple, dans le cas de la métrique de Schwarzschild, on a /—g = 1;
2% 2.k

dans le cas de la métrique de Ni, on a /—g=¢" Z =¢e™r .

Une autre idée est de faire intervenir le scalaire de Ricci R, puisqu’il est
invariant par tout changement de référentiel. On peut alors définir I'action
d’Einstein-Hilbert Sgg :

63 4
SEH = 16.7T.G./d Ji.\/—g.R,

ott d*z = daz® A da! A da® A da® (c’est un volume spatio-temporel élémentaire,
exprimé selon I'usage du calcul tensoriel : 20 = c.t, 2! = 2, 22 =y, 2% = 2).

Le grand mérite de Hilbert est d’avoir démontré qu’a partir de cette défi-
nition de ’action il est possible de retrouver précisément 1’équation d’Einstein

(celle de la relativité générale).

Ce travail mathématique trés remarquable a été vu comme une consécration
de la covariance totale, et une justification de la formule souvent employée : "le
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temps n’existe pas en relativité générale" ; pour Einstein, c’est la cerise sur le
gateau ! Merci Hilbert !

Dans la recherche de nouvelles théories de la gravitation, la mode actuelle
est d’imaginer un lagrangien L et d’en déduire I’action & partir de la formule :
dS = L.dt.dx.dy.dz, par intégration. Par exemple, on peut remplacer R par
f(R), ou f est une fonction quelconque. Si R est un invariant (identique dans
tous les référentiels), il en sera de méme de f(R). On pourra donc tester ’action

suivante :
3

ek /d‘*x.\/fg.f(R).

Cette démarche suppose qu’on recherche une théorie respectant le principe
d’équivalence fort et la covariance totale, et qu’on souhaite que le temps y joue
un role identique aux trois coordonnées d’espace.

C’est précisément ce que nous ne voulons pas faire. Effectivement, la rela-
tivité restreinte nous a appris que la dimension temporelle et les dimensions
spatiales se combinent d’une maniére trés particuliére et trés originale, basée
sur la transformation de Lorentz, qui montre & la fois leurs liens trés étroits et
leurs roles complémentaires, mais différents. Nous refusons d’en conclure qu’on
peut se permettre de tout mettre dans le méme sac! Nous ’avons expliqué dans
le document sur les principes fondamentaux.

Nous verrons plus loin que, dans la métrique de Schwarzschild, on a R =0
dans le vide (donc "presque partout", si la matiére est répartie de maniére dis-
créte).

2.k2 _2k

Dans la métrique de Ni, on verra que R = —=3-.

Cette quantité est indépendante de 1’observateur; c’est ’expression d’une
courbure purement spatiale. On peut remarquer que lf,—z est le carré de rﬁz, qui
est le module du vecteur T%f, qui nous rappelle la force gravitationnelle de
Newton, et qui pourrait s’identifier au flux d’information dont nous parlerons
plus loin (principalement dans le document "gravitation et vide quantique").

Nous n’avons pas de raison de lui chercher une autre interprétation.

Dans la section sur les géodésiques en coordonnées polaires, nous applique-
rons le principe suivant : Le calcul des géodésiques revient a rechercher les
trajectoires qui maximisent le temps propre [ ds. Nous allons donc utiliser le
lagrangien et I’action utilisés en relativité restreinte, tout simplement parce-que
toutes les métriques que nous étudions sont censées respecter localement la re-
lativité restreinte. Ce lagrangien est un outil qui permet de calculer comment va
se déplacer un mobile, connaissant d’une part sa vitesse et sa position initiales,

16



et d’autre part la courbure de 'espace-temps en chaque point ; mais il ne nous
permettra jamais de calculer comment la matiére, ou I’énergie, courbe ’espace-
temps. Nous n’essaierons pas de construire un lagrangien plus général prenant
en compte ce second aspect de la gravitation.

11 Géodésiques en coordonnées polaires

Nous allons travailler sur un modéle de type "systéme solaire". Toute la
masse est supposée concentrée en un point (le Soleil, confondu avec 1’origine du
repére). Le but étant d’étudier la trajectoire d’une planéte, qui est plane, nous
pouvons éliminer une dimension spatiale ; nous travaillerons donc en dimension
trois (une dimension temporelle et deux spatiales). Nous utiliserons des coor-
données polaires; si nous souhaitons rétablir la dimension spatiale escamotée,
nous passerons aux coordonnées sphériques. La métrique dans le voisinage du
Soleil s’écrira :

ds® = a.c®.dt* — B.dr® — v.r®.do*%.

Les trois coefficients «, 8 et v ne dépendent que de r. Les trois coordonnées
sont : 2t = c.t, 2 = r, 23 = 0. Les indices placés en haut ne sont pas des expo-
sants, mais des indices contravariants, selon la notation tensorielle. On notera
gij les coeflicients de la matrice de la métrique (supposée diagonale).

a 0 0
(9ij) =1 0 -8 0
0 0 —vr?

Le calcul des géodésiques revient & rechercher les trajectoires qui maximisent
le temps propre [ ds.

Il existe deux méthodes principales pour calculer ces géodésiques : la pre-
mieére (la plus ancienne) est la méthode des variations ; elle s’inspire directement
du calcul infinitésimal de Newton et Leibniz, qu’elle utilise d’une maniére trés
astucieuse ; elle a été mise au point par Lagrange et Euler, au XV ITI®™ siécle,
et perfectionnée par Hamilton au XX ™. La seconde fait appel & des notions
plus abstraites (mais trés rigoureuses) du calcul tensoriel, et plus précisément
aux symboles de Christoffel et & la notion de transport paralléle.

Les équations ainsi obtenues peuvent s’écrire de maniére abrégée sous la
forme suivante :

d dx? 1 dz' dx? dgi;
ds(gik ds) T2 ds ds 9zF

Cette égalité est écrite ici en notation tensorielle respectant la convention
d’Einstein. Rappelons cette convention : les indices 4, j, k, qu’ils soient en posi-

tion basse ou haute, peuvent étre égaux a 1, 2 ou 3; il ne s’agit pas d’exposants!
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Dans un méme monome, un indice figurant a la fois en position basse et en posi-
tion haute est un indice de sommation, appelé indice muet ; c’est le cas de 7 dans
le membre de gauche, de i et j dans celui de droite. L’indice k, au contraire,
se trouve seulement en position basse (ou haute) dans un méme monéme ; c’est
un indice libre. Il a la méme valeur dans les deux membres. Il en résulte que la
formule ci-dessus résume en réalité trois égalités (une pour chaque valeur de k),
de la forme :

dr' dx’ Og;
ds (;glk s) ;; ds ds 6m’i

En réalité, la matrice de la métrique étant diagonale, g, s’annule pour i # k
et g;; s’annule pour j # . Nous allons supprimer les termes qui s’annulent. Dans
le membre de gauche, il reste un seul monoéme tel que i = k, et dans le membre
de droite trois monomes tels que j = i. La formule ci-dessus s’écrit donc :

d dak 1 < fdat\? 09ii
ds <gkk ds> T2 ;<d5> Ok’

ou encore, en séparant les trois égalités :

d dzt 1 S (dai\? dgii
1)ds(guds>_2;<ds) Oxl’
d dx? 1 & (dat\? d9gii
2 ) =2 :
) & ds (922 ds) 2 Z(ds) dx? "’

d dz? 2 dat\? 09ii
3) (g3 —— | = 3

ds ds —~\ds Ox

Rappelons que, dans le cas présent, on a : 2t = c.t, 22 =7, 23 = 0.
En faisant les substitutions dans les trois équations, il vient :

2 2 £ 2
1) & (on-92) =3 (%) 2+ 5. (L) 22 + 5. (£)" .4 ;
2) & (g2 2) = 1. (52)° 2gn 4 1 (4r)® 20 4 1 (40)7 Ogm

2 2 2
3) i (gsa-0) = 3- (58)" %0 + 3 ()-8 + 3 (2) %85

De plus, on a vu que gi11 = a, g22 = —f, gzz = —7.r2, ce qui nous donne :

N | —

D (o) = 3 (5 2 - 1 ()" - 1 ()" A5

ds a. ds ds ‘cot 27 \ds ‘c.0t ds c.ot

2) d (ﬁ dr) — %( c.dt )2 ?ﬁ % (dr)2 B % (d9)2.8(w.r2) .




On doit comprendre que ces équations décrivent le mouvement d’une particule-
test, qui est guidée par le champ gravitationnel, ou si on préfére par la courbure,
a laquelle elle obéit sans la modifier. Le repére de référence est celui d’'un ob-
servateur distant immobile.

Comme nous étudions un champ statique (indépendant du temps), & symé-
trie circulaire (indépendant de 0), les dérivées de a, § et v par rapport & c.t et
par rapport a 6 sont nulles ; la premiére et la troisiéme équations se simplifient
donc :

1 (o5t =0

3) % (’)/.7’2 %) =0.

La premiére égalité signifie que la quantité a. C&it (autrement dit : «.

est constante sur la géodésique. Elle exprime (& une constante multiplicative
prés) la conservation d’une quantité que nous appellerons : énergie. Nous note-
rons (pour une particule, ou une planéte, de masse au repos my) :

C-d;Zist )

5 c.dt
E =my.c?.a.——=

ds ’

Cette quantité sera constante, & condition que le champ soit statique :
do
= = 0.
dt

Nous utiliserons aussi ’énergie réduite F, ainsi définie :

FE c.dt
— =
mg.c? ds
2 do

La troisieme signifie que la quantité v.r<.2- est, elle aussi, constante. C’est
(& une constante multiplicative prés) la conservation du moment cinétique. Nous
noterons :

E =

.

= mo.c.ﬂ,/.’rz. .
ds

Cette quantité sera constante, & condition que la métrique soit & symétrie

sphérique : ‘fl—‘g =0.

Nous utiliserons aussi le moment cinétique réduit i, ainsi défini :

i 5 c.df
— =yt —.
mo ds

=
=

Si nous notons dy = r.df un déplacement infinitésimal selon une direction
transversale, perpendiculaire au rayon vecteur joignant le Soleil a la planéte,
alors on peut définir "impulsion réduite de la planéte, selon cette méme direc-

tion, de la facon suivante :
Cedy

=1

ds

Py
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Le moment cinétique réduit est donné par :

_ c.dy 5 c.df
fi=rpy=ry.—==7r"—=,

avec dy = r.df.

De la méme facon, introduisons I'impulsion réduite selon la direction radiale :

c.dr
D= —.
Pr =1 ds

Examinons maintenant la seconde équation des géodésiques :

_d (gary L (edt\' da 1 (dr\®dB 1 (d0)* d(yr?)
ds \"'ds) 2"\ ds “dr 2 \ds/) ‘dr 2 \ds) = dr '’

remplacons 5.% par c.p, et df par dTy :

dp, 1 (cdt\® do 1 (dr\®> dB 1 (dy\> [ ,dvy

— =—.|==) === =] ——=.—=) . (r". == +2~9.0]) ;
c.ds 2 ds dr 2 \ds dr 2 \r.ds dr

dp, _ 1 (edt\ da 1 (dr\TdB 1 (dy\' (dy v
cds 2\ ds “dr 2 \ds/) “dr 2 \ds) “\dr r )
dp, _ 1 fedt\ da 1 (dr\Pdp 1 (dy\'dy (dy)® o
cds 2\ ds “dr 2 \ds/) “dr 2 \ds) ‘dr ds) "r’

dp, 1 |[edt\? da (dr\® dB [(dy\® dv L ( ?

cds 2 ds “dr ds) “dr ds) “dr ds) “r’
Jusqu’ici, nous n’avons fait aucune hypothése sur «, 8 et v (fonctions de 7,

ou de ®). Les équations obtenues sont trés générales.

Faisons encore une petite remarque sur les liens entre le temps propre dr =
%.ds d’un mobile inertiel, se déplacant sur une géodésique, et les évaluations
qui en sont faites par I'observateur local : dt;,. et par I'observateur distant :
dt = dtdist-

On sait que :

ds* = cdr? = cA.dtl, —dl}, =cPdt,. (1 - i) _ Adtt . [ 1— LAl
oc oc oc dtQ oc 62 9

loc

v2  c.dtioe

c.dr = c.dtiper/1 — =2 = T donc :
C

w
dt;oe = ch—.dr.
c
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D’autre part :
dtioe = Voaudtgise, donc :

ch?
dtgist = Ta dT.
De plus :
c.dtgist dtgist ch*:
=0 = —a.\/a ;
E = ﬁch?

Puisque ch® = %, I’égalité précédente peut s’écrire :

E
dtgise = —.dT.
«

Imaginons par exemple que ’observateur distant observe une planéte tour-
nant autour d’une étoile sur une orbite elliptique (£ < 1, E = ¢'¢). Alors si
dr désigne la périorde d’une horloge située sur la planéte, pour ’observateur
distant la période dtg;s¢ de la méme horloge va varier en fonction de «, donc en
fonction du potentiel ®.

De la méme fagon, nous pouvons comparer dl,, ., (longueur d’une régle trans-
portée par I’observateur mobile inertiel sur sa géodésique, orientée dans la di-
rection du mouvement) avec ditjo. et dtg;st.

Les régles et horloges de ce mobile sont reliées & chaque instant avec celles
des observateurs locaux qu’il croise sur son chemin ; ces liens s’expriment par la
transformation de Lorentz :

cdtipe \ _ [ ch  sh¥: c.dtmob
dlioe -\ sh® ch® dlmob '
Considérons la régle de longueur dl,, ., transportée par le mobile, paralléle
4 son vecteur vitesse. Bien entendu, lorsque 1’observateur mobile évalue la lon-

gueur de sa régle, il observe ses extrémités simultanément, selon sa simultanéité
subjective, ce qui signifie que dt,,,p = 0. On a donc :

cdtipe \ _ [ ch  shi 0 )
e )~ \ shi chi d )
e = ch dl, 0.
C

Puisque FE = Va.ch¥, ona:ch® = %, donc :

E
dlioe = —=.dlpop-
l NG b
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D’autre part, nous voudrions comparer dlg;s; avec dlj,.. Sil’orientation de la
régle est radiale, on a : dl;,. = v/B.dlg;st ; si elle est tangentielle (perpendiculaire
au rayon), on a : dljoe = \/¥-dlgist-

Dans le cas d’une métrique isotrope (8 = +), et dans ce cas seulement, on a,
dans la direction du mouvement : dljo. = +/B.dlgist, donc dlgise = ﬁ.dlloc; et

par conséquent :

£ 1
—F— 5 -Abmob-

Si, de plus, la métrique est symétrique (.8 = 1), on obtient :

dldist =

dldist - E dlm,ob .

Si la régle transportée par le mobile est de longueur constante dans son
propre repére (dl,., = ct¢), alors elle apparaitra aussi de longueur constante
dans le repére de 'observateur distant : dlgst = E.dlpmop = ct¢.

Si, de plus, la trajectoire est une orbite d’évasion (E = 1), alors :
dld’ist - dflm,ub-

Dans ce cas, chaque régle transportée par le mobile, dans la direction, est
évaluée de la méme maniére par les deux observateurs : I’observateur lié au mo-
bile et ’observateur distant.

Revenons a ’exemple de I'observateur distant observant une planéte en or-
bite elliptique autour d’une étoile (E < 1, E = c*¢). Alors la "longueur"
de la planéte (correspondant au diamétre mesuré parallélement & son vecteur
vitesse) sera constante pour I'observateur distant comme pour 'observateur mo-
bile. Bien stir il ne s’agit pas de la longueur apparente, qui est affectée par Ueffet
de perspective, mais de sa longueur "réelle" dans le repére distant. Supposons
que l'énergie de cette planéte diminue en raison de collisions ou de frottements.
Alors elle va changer d’orbite, et sa "longueur" va étre réduite proportionnelle-
ment & son énergie.

Mais nous parlons déja d’un cas particulier, puisque ceci n’est vrai que pour
les métriques isotropes et symétriques.

12 Cas particuliers

La derniére équation des géodésiques ne peut se simplifier que dans certains
cas particuliers.
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Si la métrique est isotrope (3 = ), elle devient (en posant dI? = dr?+dy?) :

dp, _ 1 [(cdt\® da _ (di\* dp 3
cds 2 (d)d_(d> ar +<d> r

Comme c.dt = c.dtaise = “Fle= et dl = dlajse = =, on obtient :

\/E )

dp, 1 |(cdtw.\® da  (dl\® dB (W 23
cds 2 ds ‘a.dr ds ‘B.dr ds) ‘r’

Supposons que la métrique soit, en plus, symétrique : a.f = 1. On a alors :
d(a.f) = a.df + f.da =0, donc % = —%‘3‘ ; ’équation devient :

dp, 1 do c.dtioe 2+ dloe \ 2 +dy B
ceds 2 adr’ ds ds ds? ' r’

2
Remarquons que c?. dtl200+dlloc =c2 dt%oc (1 + czdlé;; ) =2 dt%oC ( + Z—;)
“loce

—diZ, = c*.dt} . ( - Z—j) ; d’out la simplification :

et que ds? = c2.dt?

loc

dp, 1 da 1+% dy? B

_ c?

cds 2 adr’l— %ﬁ + ds? r’

; dy? s RO .
Le dernier terme : ﬁé est associé a ’accélération centrifuge.

Nous savons que dyjoc = v/B.dygise = /B.dy; donc dy?.8 = dyloc, d’autre

2 42 2 _ 2 2 dlzoc,22 w2\
part, ds® = 2.di2, — dl}, = c2.dt2,,. ( — d . (1-%) =
dt?
Cch2 Lj’c et ds = & ‘ffi,,“ = ‘/Cah‘fudt donc 'accélération centrifuge s’écrit :

dy> B dyp,.ch®% vy ch*Y

ds2’r 2. dtt .r 2y
I’équation devient donc :
2 2
ch.dp, _ 1 da 1+ % n Vy ch?¥
Va.c2.dt 2adr'1 -y 2o

— 2
dp, f[l da <1+v

o 2 a.dr’

Chzﬂ—ﬁ ch27~g‘| .
dt ch¥ ~ ' ’




Multiplions les deux membres par mg pour passer de p,. & p, :

dp, 9 w |1 da v? v2 1
= —mg.c"./a.ch—. | -. A1+ =) -2~
dt mo-e Vel [2 a.dr ( Tz Ar

Rappelons que mg.\/a.ch® = mg;s; (masse de la planéte évaluée par ’ob-
servateur distant).

dpr o |1 do v\ vl
= g | (145 ) - 22|
dt Midist-€ [2 a.dr ( Tz 2r

2 e a2
dp, 5 do v Mdist-Vy
= —mgisg-¢.—. 1+ —= | + ——.
dt e 2.a.dr 2 r

2
mdist-U N .
Dans cette formule, % correspond & la "force" centrifuge; elle s’ex-
prime ici exactement comme dans la gravitation newtonienne, mais la masse

m est évaluée par 'observateur distant, tandis que la vitesse v, est une vitesse
locale.

2 . .
D’autre part, —mdist.c2.2i—°‘dr. (1 + Z—Q) correspond & la force gravitation-
nelle de la théorie de Newton, qui s’exprime ainsi : —% Cherchons a savoir
si ces deux expressions peuvent se rapprocher, au moins quand v << c.

Comme le facteur (1 + Z—j) tend vers 1 quand % tend vers 0, négligeons-le.
Sa signification sera analysée plus loin. Nous voulons savoir si on peut avoir :

e 2 da __G.M.mdist_
dist" o odr 72 ’
dﬁ _2.G.M ﬂ .
a 2 Tr27
2.G.M 1
d(L = dl—=) ;
( OgOé) 2 ( T) )
2.G.M
Loga = — 5— T cle.
r.c

Comme « tend vers 1, et Log a vers 0, quand r tend vers U'infini, la constante
est nécessairement nulle. On a donc :

Ceci signifie que la métrique doit étre pré-relativiste.
Rappelons que notre raisonnement s’appuie sur deux hypothéses : la mé-

trique doit étre isotrope (8 = ) et symétrique (.8 = 1). Dans ces conditions,
nous constatons que, pour avoir une convergence raisonnable avec la théorie
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de Newton pour de faibles valeurs de la vitesse, la métrique doit étre, en plus,
pré-relativiste.

La métrique est alors celle de Ni.

_2.G.M 2.k 2.8 2 dd 22
Prenons donc o = e 2 = e~ v = e ;on aalors da = =5".e 2 et
%O‘ = Q'Cdf’. En faisant la substitution dans la formule précédente, on obtient :

dp, dd e Mdist- V2
= —mgisg.—. |1+ = | + —2.
dt sty ( c? r

n peut s’intér r aussi a m nte p impulsion. us avons vu
On peut s’intéresser aussi a la composante ydel’l Ision. Nous avons

que i = 7., = ¢'°, donc p, = £, ce qui entraine :

dp, @ dr i

_ M
O p2dp g Urdist = 75U

13 Géodésiques en coordonnées localement car-
tésiennes

Il est trés étonnant de voir que les théories de la gravitation de Newton et
d’Einstein, basées sur des concepts totalement étrangers, donnent des résultats
qui se rapprochent d’une maniére spectaculaire. Essayons de voir jusqu’a quel
point ce rapprochement entre les théories basées sur les géodésiques et la théorie
de Newton, qui donne le premier role & ’accélération centrale, peut étre poussé.

Jusqu’ici, nous avons utilisé des coordonnées polaires, qui sont bien adap-
tées pour étudier le champ & symétrie sphérique produit par un corps isolé dans
I’espace. Mais il s’agit de conditions particuliéres qui ne seront pas toujours réa-
lisées. Nous considérons maintenant un champ quelconque (et non & symétrie
sphérique), et nous souhaitons étudier ce que deviennent les équations précé-
dentes dans un repére localement cartésien ; ’avantage de cette approche est
de nous dégager de I'accélération centrifuge (un artefact lié aux coordonnées
polaires). Pour se fixer les idées, on pourra imaginer qu’on étudie ce que de-
vient une métrique & symétrie sphérique suffisamment loin du centre pour que
les distorsions dues & la courbure soient trés atténuées. Mais, attention : c’est
une simplification qui peut nous induire en erreur; c’est le modéle précédent,
avec les coordonnées polaires, qui doit rester la référence pour les métriques a
symétrie sphérique.

Reprenons la méme métrique générale (dans laquelle nous avions supprimé
la troisiéme dimension spatiale) :

ds® = a.c.dt? — B.dr® — v.r%.do?,

dans laquelle «, 5 et v sont des fonctions de 7, ou, si on préfére, du potentiel ®.
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Ecrivons-la sous la forme :
ds? = a.c?.dt* — B.da® — ~.dy?.

Nous avons donc remplacé dr par dx (déplacement selon 1’axe radial) et r.d6
par dy (déplacement perpendiculaire & ’axe radial).

Les équations des géodésiques s’écrivent :

2 2 2
2) — & (BE) =5 () G- b (575 -5 (2) 5

Q|
8

d (. d 1 (edt\2 9o 1 (dz\2 98 1 (dy)\> @
) -4 () =1 () L-1(2)2-1 () &

c.dt ol dx P dy P,
Nous allons remplacer o. %% par E, 3.9% par == et .52 par -2.

Donnons quelques précisions sur I'impulsion :

& _ ﬁ dmdist _ B dwdist _ B dmdist .
¢ ds \/CQ'dt%oc - dml20c - dyl20c V Cz‘dt?oc - dlth)c
dzioc
P dx st 3 w v
P _p, o gV~ Fen
c.dtiper/1 — 27 c.dtiper/1 — 10172

Dy = Mo.D, = Mg.C.A/ B.ch—.— ;
c c
w
De = Mo.\/ B.ch—.v,.
c

C’est la composante de I'impulsion paralléle a 'axe des z (c’est-a-dire au rayon
vecteur joignant le "Soleil" & la "planéte").

De méme :

_ w
Dy = \ﬁ.ch;.vy;
w
Dy = 7rL0.\/'T,/.ch?.vy.

C’est la composante de I'impulsion perpendiculaire & ce rayon vecteur.

On aura compris que les vitesses v, v, vy, comme la rapidité w, sont évaluées
localement.

Jusqu’ici, notre calcul s’applique & toutes les métriques vérifiant : ds? =
a.c?.dt? — B.dx® — ~.dy?. Nous n’avons fait aucune hypothése complémentaire.
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Mais on peut déja remarquer que, pour une métrique isotrope (5 = ), I'im-
pulsion vectorielle s’exprime ainsi :

—
1

v . i
= mo.cz.\@.sh—
C

. w
c.p=mo.c>.\/B.ch—.
c

Bien entendu, rien ne prouve que, dans la réalité, on ait effectivement 5 = ~;
mais cette condition est nécessaire si on souhaite que I'impulsion p posséde une
véritable signification physique simple, comme 1’énergie F, en lien avec le poten-
tiel ®. Nous reparlerons de ce cas particulier plus loin ; continuons & développer
le cas général.

Dans la section sur les géodésiques en coordonnées polaires, nous avons

vu apparaitre le moment cinétique : @ = 7.7"2.;_138. On peut remarquer que
- dYdist —
r.df = dyaise ; on a donc : i = y.r?. 2 =, (7.%) = 1.p,.

Revenons aux équations des géodésiques :

E C. 2 [e3 ZL’2
0B = () 2 L ()28

ds ‘c.0t ds ‘et

N[
/N

&‘&

@'k
N———

[\v]
2}
Q
QR

c.dt\? 9a
(%)

2
da (di)2 98 1 (dy)" o .
ds ‘0z *\ds "oz 2"\ ds ‘oz !

3) dp, 1' (c.dt)2 dao %(dj)z o8B 1 <d7y>2877

T cds 2 ds *dy ds “ oy 2\ ds

N~
N[—=

Multiplions les deux membres de chaque égalité par % :

dE __ 1 c.dt Oa 1 dz dx OB 1 dy dy 9~

1) cdt — 2'ds "c.Ot  2'ds'cdt Ot 2'ds‘cdl .ot

En supposant que «, [ et v soient des fonctions du potentiel ®, on peut

remplacer fo‘t par g—g. fg’t, et de méme pour les autres dérivées partielles :

l)diilc.dtdiail@dwﬁildiydyﬂ 9P .
cdt — |2 ds "d® 2'ds " c.dt"d® 2'ds c.dt d® | *c.Ot

2) dp, _ _ |l cdt da _ 1 dz de dB _ 1 dy dy dy| 9% .
c2.dt — 2 ds "d® 2°ds c.dt d® 2'ds"c.dt d® | Oz

3) Py |1 cdt do _1dw dx d8 1 dy dy dy| 92
c2.dt 2 ds "dP 2°ds " c.dt dP 2'dscdt d® | "9y’

Posons :

N ledt de 1 dr de dB 1 dy dy dy

T 27 ds d®  2°ds cdt d®  2'ds c.dt dd’
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c.dt c.0t ?

dp o0
2) o= Ao

dp, _ 9
3) ma=—MNgy,

Nous savons que E = mq.c?.E et que p’ = mg.p. Ceci nous conduit & :

dE _ 2y 0% .
1) c.dt mo.c ')\'c.at ’
c.dpe _ 2y 92 .
2) odt —Mmyo.C A% 5
cdpy 2 P
3) cdt — mo.C A dy
foXis
E c.0t
o
= mg.c”.\. ) ,
c.dt ) 9%
C.py oy
c.pz -2
z
ce qu’on peut simplifier ainsi :
o
d E 5 c.0t
m = myg.C A ~ 5
N\ ep -

ou le nabla 6 désigne le gradient tridimensionnel (purement spatial).

Comme le vecteur gradient, dans un domaine infinitésimal, pointe dans une
direction déterminée, on peut adapter les axes de coordonnées pour que l'axe
des x soit dirigé selon ce gradient ; on aura alors :

1) dﬁ_)\-a‘@ .

cdt — c.ot

cdp, _ _y 0% .
2) cdt A ox

3) c.@y :0’

c.dt

cdp,
4) =0

On voit donc que le coefficient A ne concerne que les deux premiéres lignes :
Pénergie et la composante de l'impulsion dirigée selon le gradient (la ligne de
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plus forte pente).

On peut aussi définir le nabla quadridimensionnel comme le quadrigradient
signé :

<t
Il

dans ce cas, on pourra écrire :

E

d 2\ O

— = —mg.c".\. .

c.dt = v

c.p

On peut considérer que ’énergie et I'impulsion caractérisent la trajectoire

d’une particule-test observée par 1’observateur distant. L’énergie, I'impulsion,

les durées et les longueurs sont toutes évaluées par cet observateur, mais elles

pourraient tout aussi bien étre évaluées par n’importe quel autre observateur
immobile.

La formule que nous avons obtenue est, & premiére vue, d’'une grande sim-
plicité; elle ressemble beaucoup & celle de la gravitation newtonienne. Tous les
problémes viennent du facteur A, qui n’est pas une constante !

Si la métrique est & symétrie sphérique, on a % =0et %—f =0 (car dy et dz
sont perpendiculaires au rayon vecteur reliant le "Soleil" & la "planéte"), donc

by _ dp. _
cdt 0 et cdt 0.

Si la métrique est indépendante du temps, on a : %—f =0, donc %J =0.

Etudions la quantité :

o ledtdo 1de de di 1dy dy dy
27ds d®  2'ds cdt’ dd  2'ds c.dt dd
Dans cette expression, dt, dxr et dy sont évalués par ’'observateur distant.
Adaptons-la & I’observateur local :

dt = dtgisr = Yoo da = dwgisy = e, dy = dygise = 2=, donc :

@ \/E ’ 2l

5= 1 edtipe da Va dxie dripe dB Va dyioe dyoe dry
2 /a0 ds AP 2.8 ds ‘cdiie dP 2.y ds cdtj. d®
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On sait que ds = \/2.dt?  — da?  — dy? . = +\/c2.dt?  — dI?

loc loc

di? v2  edi
ds = c.dtipe |1 — 50— = c.dtipe |1 — — =
5= ean c2.dt? ah c2 ch®

loc

Faisons la substitution :

2 2
Ao gde Vo < d”“) 45 _va e ( Wloc > Lol
C

2.\/670 ¢ dd ﬁ'c cdtipe) d® 247 ¢ \cdtie) d®’

A= L vaen?,
2 c

da w2 dB _ﬁ dy |
a.dd 2 Bdd 2 y.dd| ]

\ %.\/&Chg_ ld(Log @) v} d(Log f) v, d(Log 7)] _
C

d® c? d® c? d®

On a donc :

2y _ 2 w
mo.c>. A = mg.c®.\/a.ch - 75 - R—rs R

1
5

d(Log o)  v? d(Log B) U; d(Log 7)] )

2 2 2
2y _ ¢ |dLoga) vy d(Log ) vy d(Log )
mo.co. A = Myjst- R 7D RS 2 o ;

0P
E c.0t
d | . _ @ |doga) w2 d(Log f) vy d(Log ) e
cdt | P | T T s 2 dd 2 de | o
C py 7(3%

E 5 9P

d I i d(Log o) ﬁ d(Log B) vy d(Log ) .ot

c.dt L T sty dd 2 4o 2 dd -
c.p _v(I)

Comme nous étudions dans ce document les métriques statiques, diagona-
. R - - o o _
lisables, a symetrle spherl.que, nous admettrons (provisoirement) que =5 = 0.
La formule ci-dessus s’écrit donc :

dE o .
c.dt 0
. ; 2
dp ¢ |d(Log o) i d(Log B) vy d(Log ) -
at — ~Mdist-5 [ ad 2T do 2T do V.

Ces formules sont trés générales. En particulier, pour ’observateur distant
(ou tout autre observateur immobile), la dérivée de 'impulsion de la particule-
test par rapport au temps est toujours proportionnelle au gradient du potentiel
(pour toutes les métriques & symétrie sphérique diagonalisables). Mais le coeffi-
cient de proportionnalité n’est pas une constante, et il dépend de la métrique.
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14 Cas particuliers

Nous sommes partis d’une métrique diagonalisable, nous avons étudié les géo-
désiques qui en résultent (étudiées dans le repére d’un observateur distant), et
maintenant nous cherchons & savoir dans quelle mesure les trajectoires ainsi dé-
finies peuvent étre considérées comme découlant d’une accélération (ou pseudo-
accélération) dérivant du potentiel ®.

Nous voyons un obstacle : la variation de "impulsion Z—f dépend de 'orienta-
tion de la vitesse ¥ du mobile, puisque les composantes v, et v, sont affectées de
coefficients différents. Ceci signifie que I'accélération subie par une particule-test
va dépendre de l'orientation de son vecteur vitesse. Pour corriger cette anoma-
lie, nous devons faire en sorte que les coefficients soient égaux; pour que cette
condition soit réalisée, on doit nécessairement avoir : 5 = -, donc la métrique
doit étre isotrope. C’est ce que nous avons déja dit précédemment. Dans la suite,
cette condition sera supposée réalisée.

En posant : v? 4 v = v?, nous pouvons donc écrire :
dp c? [d(Log a) v? d(Log B)] -
i v .
A R R R R

Nous venons de voir que la premiére condition pour rapprocher une théorie
de la gravitation basée sur la métrique de ’espace-temps (telle que nous I’avons
présentée) d’une théorie basée sur une accélération dérivant d’un potentiel est
de choisir une métrique isotrope (5 = 7). Mais nous voudrions aller plus loin.
Cherchons & savoir si cette formule peut admettre d’autres simplifications.

. . A 2 .
Pour commencer, peut-on faire disparaitre le terme en 7 7 Pour cela, il fau-

drait que (3 soit une constante ; comme S — 1 & I'infini, cette constante ne peut
étre que 1.

. 2
Peut-on avoir, de plus, & %

2.d®

5 = 17 Pour cela, on doit avoir : d(Log o) =
- N 2.9 224k 22
3, ce qui entraine : Log(a) = 27 + k,et a =e® 7" = K.e'e? .

La constante K doit étre égale & 1, car a doit tendre vers 1 quand ¢ tend
vers 0.

La métrique serait alors définie par : o = 6282@, et f=~v=1.

C’est une métrique pré-relativiste, isotrope et homogéne.
Malheureusement, d’aprés le formalisme post-newtonien paramétrisé, cette

meétrique ne remplit pas toutes les conditions pour passer les principaux tests
classiques de la gravitation. Ce qui réduit beaucoup son intérét !
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Le formalisme post-newtonien paramétrisé sera présenté a la fin de ce docu-
ment.

Il n’existe donc aucune métrique de la forme ds? = a.c?.dt? — B.dx? — v.dy?
qui puisse étre interprétée rigoureusement (dans le repére de l'observateur dis-
tant) en termes de force (ou d’accélération, au sens classique) dérivant d’un
potentiel, comme c’est le cas dans la théorie de Newton. Il y a nécessairement
une différence quelque-part...

Théoréme

Considérons une métrique & symétrie sphérique de la forme :
ds® = a.c®.dt* — B.dr? — ~.(dy* + dz?),

ol o, 3 et ~ sont des fonctions du potentiel newtonien ¢ = — <=M

Alors, quelles que soient les trois fonctions «, § et 7y, la métrique (supposée
éligible, c’est-a-dire compatible avec la limite newtonienne et avec les grands
tests classiques) ne pourra en aucun cas respecter la régle suivante :

ok

E c.0t

i _ 0®

d C Pz ox
— = Mdist-

c.dt v 09

€ Py By

Cp: -9z

Si elle avait été vraie, cette égalité aurait été bien commode, car les quanti-
tés figurant dans les deux membres sont lorentziennes, ce qui aurait permis des
changements de repéres particuliérement faciles, comme en relativité restreinte.
Mais elle est fausse! On pouvait s’y attendre, car la courbure de ’espace-temps
par la gravité introduit nécessairement une distorsion par rapport a la relativité
restreinte.

Nous allons donc nous poser maintenant cette autre question : 1’égalité
que nous avons obtenue pourrait-elle traduire ’action d’une pseudo-force (ou
pseudo-accélération) dérivant d’un potentiel ?

Si nous choisissons une métrique symétrique («. = 1), nous aurons Log a+
Log 8 =0, donc d(Log 8) = —d(Log «), et, par conséquent, :

dp c? [d(Log o) v?* d(Log )] -
— = —Mdist-=- =

_ aLoga)  v- dllog @) =g .
dt 2 @ T2 g |V
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dp c? ( v2> d(Log o) -
— = + o) S
c

I %3
ar — Mdist VY

2.®
Si, de plus, la métrique est pré-relativiste (o = e 2 ) alors dllog o) _ 2

donc :

dd c2

dp v2\ -
izz = —Myist- (1 + p2) vo.

La métrique considérée est alors celle de Ni.

2.9
On peut préciser la valeur de A pour cette métrique. On a a = e <2, donc

Log o = 22, 7‘1(1—“;; ) — 2,8=v=2% donc Log B = Logy=—Loga=—22,
d(L;{g) 8 — d(L;qf M = fd(L;g @) — —2 ; substituons dans la derniére expression
de A :
2
Ao L d(Log a) vi d(Log B) vy d(Log7)|
2 c dd c? dd c? dd '
1 w d(Log «) v2 2 1 o w2 v?
A= - ach— -2 |1+ 24+ L —eZ.ch—.—. |14+ ]| ;
2 Vo c dd 2 2 2 c c? 2
1 = w v?
A=—.eZch—. (14+—=|.
c? c ( c? )
En reportant dans I’expression matricielle des géodésiques, on obtient :
P
E c.0t
. _oe
d P o W v? Oz
=mg.e2.ch—. |14+ — | . ;
c.dt c c? b
(.py — E
2d
c.p. — o2
0D
E cot
oLy
d C.Dx 02 Dz
— = Mgist- | 1 ;
c.dt dist < N 2) %
b
c.p. -~
Si on se limite & 'impulsion, on peut remarquer que :
L
o T
axf:st e c2.0Tqist
g w & 9% o w 2P .
Myist-VP = mo.ch;.ec2 . Byares = mo-Chz- 67‘%-aydist ;
o
Ozdist ,287@
e 2 .0zqist
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o

0Z1oc

Myist- VP = m0~Chz~ Dyion = Mioc-VioeP-

0P
02l0c

-

On note myoe = mo.ch® (masse maupertusienne locale), et Vst =V (gra-
dient évalué par l'observateur distant).

Rappelons-nous ces formules de changement de potentiel : dpg;s¢ = e dproc

_2 ~ s X o
et dtyiss = e <2 .dtjo. ; elles entrainent que —‘fft’j?: = —‘ézt’l“" ; donc Fyisr = Fioe.
18 oc

Finalement :
2 2

d]Td 15t dﬁ} oc v - v =
- = - = —Mygist- |1+ —= | Voie;® = —mype. |1+ —= | . D ;
dt(l’i,sf, dtl()(: et (:2 det e CQ VIUC

dﬁdist dﬁoc w 7)2 -
_— = =-—mg.ch—. [1+ —=|. P ;
dtdist dtloc 0 c M c? Vioe ;

dﬁ w
— =—ch—. |1
dt e ( -

22

) '6[0(‘,(1)'

Le facteur (1+ Z—j) peut surprendre. Pourtant, il ne peut pas étre éliminé.
D’ailleurs, nous ’avons déja rencontré dans le modéle & symétrie sphérique, en
coordonnées polaires. Quelle est sa signification ?

v
(52

Pour l'expliquer, reprenons les égalités :
2 w 2 2 w
E =mg.c*.\/a.ch®; = mg.c®.e?.ch® ;
o 2 @ 2 —% i
c.p=mg.c’.\/B.sh’z =mg.c®.e” Z.sh%,

qu’on peut écrire aussi :

— S
E =e.ch¥
(&3
= —% i
p=ce .shy

Nous allons différencier ces deux égalités;
dE =e* d (ch) + ch“.d (ec%) ;
c c ’
dp = c.e”=.d (she hi.d (e &
p=c.e 2. (s ;)+c.s c-ale ).
Nous notons dw la variation vectorielle de W, dw; sa composante longitudi-

nale (paralléle & @) et dwy sa composante transverse (perpendiculaire & ).
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On a alors : ..
d (chﬂ) — sh g — gt
C C C C C
d (shw) —enZ g% g2
C C C C

(voir la section su ’éspace des impulsions, dans le document sur les vitesses en

relativité restreinte) ; il s’ensuit que :
d*_ 2z hw du'h hw %d<1> .
—80.(8 - T)—'—C Z.ec.cﬁ,
dp = c.e” 2. (ch.d 4 % h.e 4%
p—c.ec.(c PRy T)—c.s o€ .z
ol L (T @ QN .
dE:ch%.er?.(%.d%—i—dc—Z) ;

= -2 7, 7 7
dp = c.e <=, (ch%.d% +d*2 — sh%.d%) .
Nous savons que dans le contexte d’un champ gravitationnel statique 1’éner-
gie de la particule-test est constante, donc dE = 0, ce qui entraine :
P AT
d— = ——.d—.
c c c

Reprenons l'expression de dp et remplagons d;% par —g A=

df = ce . (chw.dwl +d22 Ll (U.dwl ) .
C C C C

c c

Comme ¥, @ et dw sont parallemes, on a : sh. (2.d2) = % .ch%.d",
donc : )
= _2 w Wi (%) v w Wi
dp=ce 2. |ch—d—+d—+ —5.ch—d— | ;
c ¢ c c c ¢

—

p— 2 v
df = c.e” . {(1 n ”2) chZ Pt 4 g2
c c ¢ c
Divisons les deux membres par dt = dtg;s¢ = e_%.dtloc :

dp V2 w duy  dis
— =1 .ch—. ;
dt ( + 62 > c C dt/(}(: - d’t[()(l

dp  1+% duy  di

at ] o “dtipe * dtioe

On peut faire plusieurs remarques sur cette formule. D’abord, le potentiel

. . 5 dp,, a7 .
n’intervient pas : on a % = % = #. Donc la force est invariante : elle se

calcule de la méme fagon dans tous les repéres immobiles.
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Le facteur ch% ne doit pas nous étonner, car il est déja présent dans la
formule de relativité restreinte : d (sh%) = ch%.dw%1 + dw%, qu’on peut écrire
aussi : _ B

dp’ d (sh* w w:
i AGhE) e i o
dt dt c dt dt

On dit quelquefois qu’en relativité restreinte les mobiles ne réagissent pas
de la méme fagon aux forces longitudinales (paralléles & leur vecteur vitesse)
qu’aux forces transversales (perpendiculaires & ce vecteur). Certains préférent
attribuer aux mobiles deux masses inertes différentes : une masse inerte longi-
tudinale et une masse inerte transversale. On peut se contenter de dire que la
différence de vitesse entre le mobile et 'observateur (ou le repére de référence)

crée une illusion, une distorsion qui s’annule quand cette vitesse est nulle : pour
- w _ ap _ qui wy
v=0,o0nach’=1,donc G =d5 +d?.

Mais dans notre formule tirée de la gravitation, on voit un autre facteur :

1+ Z—i Si on relit attentivement le calcul qui a été proposé ci-dessus, on voit

clairement que ce facteur apparait quand on impose la condition : % = 0. Or,

pourquoi, dans une métrique statique, I’énergie d’une particule-test serait-elle
toujours constante? C’est parce-que ’énergie E inclut ’énergie potentielle. Le
concept d’énergie potentielle a été introduit par Newton pour assurer la conser-
vation de I’énergie totale ' = E. + ), ; mais ce n’est pas seulement une astuce
destinée & sauver un principe fondamental : le role de I’énergie potentielle est
central en gravitation, méme si on le réinterpréte en ’attribuant a la courbure
de l'espace-temps. En définitive, c’est cette courbure qui permet d’assurer la
dE dE

&7 = 0, et c’est parce-que G = 0 que le facteur

1+ Z—j figure dans notre équation. Dans le raisonnement que nous venons de
faire, nous avons été obligés de nous appuyer sur cette hypothése : % =0,
alors que dans ’étude des géodésiques c’est a la fin que nous avons obtenu cette
égaliteé : % = 0, comme conclusion. Ce qui signifie qu’elle était déja conte-
nue dans la métrique, ou plus exactement dans cette hypothése : la métrique
est statique. Pour toute métrique statique, la particule-test posséde une énergie
conservative, mais son expression varie selon la métrique. De méme, le coeffi-
cient A change selon la métrique, et le facteur 1+ Z—z est spécifiquement lié a la

meétrique de Ni.

conservation de 1’énergie :

On peut proposer une autre démonstration de la formule ci-dessus. A par-

= 2 . .
tir des mémes expressions de I'énergie réduite £ = e<2.ch® et de 'impulsion
= -2 i .
réduite p = c.e” < .sh>, on tire :

— w W
E.p=cch—.sh—.
c c
Sachant que E = ct¢, on différencie cette égalité de la facon suivante :

Edp=c.chl.d (shw> teshld (chﬂ) :
C C C C
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E.dp= c.ch?. (chw.oiw1 + dwz> +eshl. (Shw.dw1> :
c c ¢ c c c ¢

Edp=ch?. [ch“’.dwl T dis + 2. <shw.dw1)] .
C C C C

Comme #, sh et di; sont paralléles, on peut remplacer 2. (sh'.dw;) par

’;—j.ch%.dw}, ce qui donne :
= = w wo, N V2 w o,
E.dp = ch—. | ch—.dw + dwz + — .ch—.dwy | ;
c c c c
2

BE.dj=ch™. [(1 + ”2> ch iy + dwg] :
C C C

Remplacons E par e .ch®

_ 2
eZ.ch df = ch™. [(1 + “2> chdi + d@] :
c c c c

2
— v w
e .dp= (1 1 2) ch di, + dibs.
c c
Sachant que e%.dtdist = dtjoc, divisons le membre de gauche par e%.dtdist
et le membre de droite par dt;,. :

dﬁdist <1 + ’U2> hw dU?l + d/ll_}'Q
—st = — | .ch—. .
dt ;s c? ¢ dtioe dtioe

Nous retrouvons bien la méme formule.

Rapprochons-la de celle que nous avons vue précédemment :

dp,; dp, w v\ -
dtdist dtloc c &
Comme F = mo.m = mo.% on a:
dtdist dtloc ?
2

2 — —

- w v diy dws w v -

F=mgch—. |1+ —). + mg. =—mg.ch—. |1+ — ). .
0= ( * c2> dtioe 0 dtioe 0= * c? Vioc

La force F' est nécessairement orientée selon le gradient, mais pas la pseudo-
dw

accélération 7.
dt
Si la vitesse du mobile est aussi orientée parallélement au gradient, on a
didy = 0 et dw = dwy ; dans ce cas :
2

- w V2 didy w v -
F = mo.Chz. (1 + 62> -m = _mO-Ch;- (1 + C2> Vi0cP-
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Si on désire adapter formule F= m.”y de Newton, on peut définir une "masse
inerte longitudinale" m; :

2
w v

m; = mog.ch—. |1+ — ).
¢ c?

On a alors :

—

Fl = 77’L[.F1 = _m'l'VIo(:(I)

et .
dw

dtloc

Si la vitesse du mobile est aussi orientée perpendiculairement au gradient,
on a diw; = 0 et dw = dws ; dans ce cas :

- 7Vlocq)'

2

o, diy w v -
F2 = mo.% = 7m0.0hz. <1 + 02> 'vlocé'

Adaptons formule FF = m.7y de Newton, en définissant une "masse inerte
transversale" my :
my = M.

On a alors :
Fy=myl'y = —m.\7,.P.

Pour v = 0, on a m; = m; = mg, et les deux formules s’identifient.

Quand on étudie la gravitation de Newton, on considére tout naturellement
le champ gravitationnel comme un champ d’accélérations (§ = ‘Zi—f , ou dt cor-
respond au temps absolu). Si on veut respecter la relativité restreinte, on doit
admettre que la notion d’accélération n’est pas adaptée : on doit la remplacer

par la pseudo-accélération (f = ‘fi—f, ou dt correspond au temps local) : en chaque

point, & chaque instant, est associé un vecteur f, qui définit de maniére évidente
la variation de rapidité d’une particule-test initialement immobile. Mais si cette
particule est en mouvement, la pseudo-accélération doit étre adaptée en fonc-
tion de la vitesse, comme si la "masse longitudinale" se dissociait de la "masse
transversale".

Nous constatons que les formules reliant les variations de la rapidité au gra-
dient du potentiel sont plus compliquées que les formules reliant les variations
de l'impulsion au gradient du potentiel. Ceci vient du fait que ’espace des
rapidités est hyperbolique, alors que l’espace des impulsions est euclidien. En
introduisant les pseudo-forces basées sur les pseudo-accélérations, elles-mémes
introduites grace aux variations de rapidité, nous n’avions pas anticipé cette évi-
dence : les pseudo-forces sont de vraies forces, qui peuvent étre définies comme
la dérivée de I'impulsion par rapport au temps, dans I'espace des impulsions,
qui est euclidien.
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Il peut étre intéressant d’introduire une autre forme de pseudo-accélération :

=2 _4(snY aulieude =22
dt c dt

Mais nous préférons considérer IV comme une force réduite.

Le passage de T a f’, ou de @ a p, nous fait passer de lespace hyper-
bolique des rapidités a l'espace euclidien des impulsions (voir document sur
les vitesses en relativité restreinte). Le grand intérét des impulsions est que
leurs variations sont directement reliées au gradient du potentiel; ce qui re-
place I'énergie-impulsion au centre du phénoméne gravitationnel. La relativité
restreinte a montré que le cadre général de la physique est un espace-temps
de Minkowski ayant des propriétés bien particuliéres (il est Lorentzien) ; mais
les propriétés de ’énergie-impulsion sont étroitement imbriquées avec celles de
I’espace et du temps, de sorte que certains parlent aujourd’hui d’un "espace-
temps-énergie". Dans ce cadre, la force (réduite ou non) a une place privilégiée.
On pourrait considérer le champ gravitationnel comme un champ de pseudo-
forces réduites (plutot que de pseudo-accélérations) dérivant d’un potentiel.

Dans le document sur les vitesses en relativité restreinte, nous avons rappelé
quelques définitions, valables dans un espace-temps de Minkowski :

- le quadrivecteur position d’une particule est défini par :

ct
x

Y
z

=
I

- le quadrivecteur vitesse de cette particule est défini par :

c
- dr w v
U=— =ch— z :
dr c Uy
Uz

- son quadrivecteur accélération est défini par :
U

A= dr’
- son quadrivecteur énergie-impulsion est égal a :
I =my.c.U;
- le quadrivecteur force est égal a :

f = mo.C.A.
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Dans I’étude de la gravitation, on doit faire plusieurs adaptations. L’une
d’elles est particuliérement importante : alors qu’en relativité restreinte le qua-
drivecteur accélération s’obtient en dérivant la quadrivitesse par rapport au
temps propre 7 de la particule (on ne peut pas faire autrement : dans ce contexte,
7 est le seul temps invariant par changement de repére), en gravitation, ’ac-
célération gravitationnelle n’est pas liée & une particule mais & un point de
I'espace-temps, et la dérivation doit se faire par rapport au temps local ;...
Ceci peut s’interpréter en disant que toute particule-test va échanger, non pas
avec une autre particule bien déterminée, mais avec le champ gravitationnel
dans lequel elle est plongée. Mais on peut pousser plus loin cette interprétation,
en considérant que le champ lui-méme n’est rien d’autre qu’une somme de toutes
les possibilités d’échanges avec toutes les particules de I’Univers : c’est un ré-
sumé des interactions possibles de la particule avec son environnement. Et c’est
cet environnement qui définit l'immobilité gravitationnelle locale et le temps
local t;,.. Nous en avons parlé dans le document sur le champ d’entrainement,
et nous en reparlerons, par exemple dans le document sur la gravitation et le
vide quantique.

La seconde différence par rapport aux forces usuelles est que la force gra-
vitationnelle courbe 1’espace-temps, ce qui annule les variations d’énergie de la
particule-test, tout en modifiant les variations de l'impulsion, la signature de
cet effet étant, dans le cas de la métrique de Ni, le facteur 1 + 2—2

. 2 . . . , ’ . .
Au sujet de ce facteur 1 4+ %, voici encore une idée que nous présentons ici
c2)?
avec la plus grande prudence : on pourrait se représenter le champ gravitationnel
comme une sorte de fonction d’onde de la forme ¥(w) = ch® 4 i.sh*, dont le
c c’?
carré de la norme est :

W (w)[]2 = W(w). U (w) = (chg + i.shg> . (chg - i.shﬂ) = cn2? 42,
& C & C C
1 ’U2 1+ ’U2
V(W) = —— + — = —5.
—= - l1-a

On pourrait alors se demander, en pensant aux idées de Max Born, si ce
2
. 1+ 25 . . i s 19: .
coefficient : <> ne pourrait pas exprimer la probabilité d’interaction entre la

2
particule-test et le champ. Mais ceci n’est rien de plus qu’une conjecture...

15 L’expérience de Pound et Rebka

Lorsque nous avons parlé du critére de Schild, nous avons expliqué pourquoi
la relativité de I’évaluation de 1’énergie implique la relativité de ’évaluation du
temps; nous avons basé notre explication sur la formule £ = h.v. Nous allons
apporter un éclairage complémentaire, basé sur ’expérience de Pound et Rebka.
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Cette expérience était destinée a répondre & la question : quel est Deffet
de la gravitation sur la lumiére? Modifie-t-elle son énergie, son impulsion, sa
fréquence, sa longueur d’onde ? Cette question s’est posée avec une acuité par-
ticuliére aprés la parution de la relativité générale, mais elle se posait déja avant.

Voici le dispositif : au pied d’une tour, un rayonnement de fréquence parfai-
tement connue est envoyé verticalement vers le sommet de la tour. Au dernier
étage, le rayonnement est intercepté et sa fréquence est mesurée. Pour étre plus
précis, disons que des atomes dans un état bien déterminé vont étre excités a
condition que le rayonnement, & 'arrivée, ait une fréquence bien précise, trés
légérement différente de la fréquence de départ. Le dispositif est donc congu
pour mettre en évidence une variation de la fréquence, si minime soit-elle, entre
le départ et ’arrivée de 'onde.

S’il s’agissait d’un projectile matériel (une balle par exemple), la théorie de
Newton permettrait de faire le calcul sans difficulté : en s’élevant, la balle perd
de la vitesse, donc de l’énergie cinétique. Mais, pour Newton, la conservation
de I’énergie implique que toute perte d’énergie cinétique est compensée par un
gain d’une autre forme d’énergie, en l’occurence de I’énergie potentielle. On peut,
par exemple, considérer que la variation de 1’énergie cinétique est déterminée
par le travail de la force F = —GMm g (action), tandis que la variation de
r énergie potentielle est déterminée par le travail de la force opposée (réaction) :
—F=GC M ™ 4 (M étant la masse de la Terre, m celle de la balle, r la distance
des centres # un vecteur unitaire vertical dirigé vers le zénith). Ces deux varia-
tions s’équilibrent exactement. Mais si un intervenant extérieur saisissait la balle
en plein vol pour I'immobiliser, alors cet équilibre serait rompu : la balle serait
soudain privée de son énergie cinétique, mais conserverait son énergie poten-
tielle. Cette facon de présenter le probleme doit cependant étre considérée avec
prudence, car ces deux "forces" F et —F sont en réalité de nature différente : la
premiére agit sur I’énergie cinétique et 'impulsion de la balle, la seconde seule-
ment sur son énergie potentielle. L’"impulsion potentielle" n’existe pas!

Que se passe-t-il dans le cas d’un rayonnement lumineux ? Perd-il de I’éner-
gie en s’élevant du niveau du sol jusqu’au sommet de la tour?

Premiére réponse : non, c’est impossible, pour deux raisons.

a) L’énergie totale du rayonnement ne peut pas varier sur son parcours : si
son énergie cinétique diminue, son énergie potentielle augmente d’autant. Donc,
d’aprés la formule E = h.v, sa fréquence ne doit pas changer non plus.

b) Si vous suivez le tour de France a la télévision, vous voyez que la distance
(spatiale) qui sépare deux coureurs se réduit quand la route se met a monter, et
augmente dans les descentes, sans que l’écart (temporel) soit modifié. Si, dans
une course contre la montre (en plaine ou en montagne) deux coureurs roulent
exactement & la méme vitesse, des chronométreurs échelonnés sur le parcours
enregistreront tous le méme écart temporel (méme si la distance spatiale varie).
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Si plusieurs coureurs, réguliérement espacés, représentent les maxima de ’onde,
les chronométreurs enregistreront tous le méme écart, donc la méme fréquence.
Il est absolument impossible que la fréquence de 'onde varie entre le sol et le
sommet de la tour, méme en supposant qu’elle puisse accélérer ou relentir en
fonction de Paltitude.

Seconde réponse : le rayonnement va perdre de I’énergie a cause de la gra-
vité. D’ailleurs, 'expérience de Pound et Rebka le prouve : la fréquence a bien
diminué entre le sol et le sommet de la tour!

Ce paradoxe apparent n’est pas trés difficile & résoudre : toutes les réponses
sont justes, mais pas pour le méme observateur.

La premiére réponse sera celle d’'un observateur unique (par exemple un
"observateur distant"), qui situe les événements sur son échelle des temps per-
sonnelle, établie d’aprés son chronomeétre propre (ou d’apreés les informations
fournies par des chronométreurs qui lui servent de relais, et qui se sont synchro-
nisés avec lui).

La seconde réponse fait intervenir deux observateurs différents, travaillant
indépendamment 1'un de l’autre : 'un au pied de la tour (celui qui envoie le
rayonnement), autre au sommet (celui qui le regoit). Et ces deux observateurs
utilisent des chronométres qui ne tournent pas & la méme vitesse.

Soyons encore plus précis. Nous avons dit que le "chronométre" utilisé par
nos physiciens était constitué d’atomes ayant une fréquence de vibration propre.
Cette fréquence peut-elle varier quand on transporte ces atomes du pied de la
tour jusqu’a son sommet ? La réponse est oui. En effet, leur énergie potentielle
a varié pendant le parcours, donc leur fréquence propre aussi, car la fréquence
est reliée & I’énergie, non seulement dans le cas de la lumiére, mais pour tous
les autres phénoménes ondulatoires. La gravité perturbe donc nécessairement
les chronomeétres et autres horloges.

Le physicien situé au pied de la tour va dire : "la fréquence du rayonnement
n’a pas varié sur son parcours, mais mon collégue qui se trouve au sommet
la sous-estime, parce-qu’il utilise un chronomeétre qui tourne trop vite" ; inver-
sement, celui qui est au sommet va dire : "la fréquence du rayonnement est
constante, mais mon collégue qui se trouve au sol la surestime, parce-qu’il uti-
lise un chronométre qui tourne trop lentement".

Donc, quand nous disons que 1’énergie et la fréquence ont varié, il faut com-
prendre que c’est parce-que nous avons changé d’informateur : nous avons de-
mandé au physicien situé au pied de la tour de faire pour nous les mesures au
pied de la tour, et au physicien installé au sommet de faire les mesures au som-
met. Si nous avions désigné un informateur unique, il nous aurait donné une
réponse unique et non ambigué.

42



16 Récapitulation sur le critére de Schild

Dans le document : "Gravitation et critére de Schild", nous avons expliqué
longuement le paradoxe de Schild, et nous avons proposé une facon simple de
le contourner. Le paradoxe de Schild se base principalement sur l’expérience
de Pound et Rebka : un rayonnement électromagnétique, dirigé de bas en haut
dans le champ de gravité de la Terre, perd de I’énergie ; sa fréquence diminue et
sa longueur d’onde augmente. Il doit en étre de méme pour un rayonnement qui
s’éloigne du Soleil. Nous imaginons un "observateur local", immobile par rap-
port au Soleil, situé dans son champ gravitationnel, & la distance r du centre, et
un "observateur distant", également immobile par rapport au Soleil, mais situé
"a l'infini", ou du moins assez loin pour que le champ gravitationnel soit négli-
geable. Le paradoxe de Schild fait apparaitre des contradictions entre les points
de vue de ces observateurs. Pour résoudre ce paradoxe, nous avons proposé une
solution mathématiquement trés simple : ’observateur local et I’observateur dis-
tant utilisent des régles et des horloges de référence qui sont différentes, et dont
le rapport dépend du potentiel gravitationnel.

Supposons que ’observateur local, situé au point P dans le champ gravita-
tionnel du Soleil S, mesure un intervalle d’univers élémentaire, dans son voisi-
nage, et lui attribue les coordonnées cdtioe, dTioc, AYioe, dZioe, OU dx représente
un distance élémentaire radiale (dirigée selon le rayon [SP]), et dy et dz les dis-
tances élémentaires selon deux directions perpendiculaires au rayon [SP]. Les
coordonnées attribuées au méme intervalle d’univers par ’observateur distant
seront : cdtyist, Axdist, AYdist, dZdist. Nous posons alors :

/_ cdtioe .
a = cdtaist
5/ _ dTioc .

dzaist ’

/ dYyioc . dzioe

T T Ayaiee dzaist

Nous dirons que o' est le coefficient de dilatation du temps, 8’ le coefficient
de dilatation de ’espace dans la direction radiale, 7’ le coefficient de dilatation
de I’espace dans toutes les directions perpendiculaires au rayon.

Nous supposons que la relativité restreinte est valable dans le voisinage de
Iobservateur local.

En coordonnées sphériques, la métrique de Minkowski, dans le repére de
I’observateur local, s’écrit :

ds* = Cz'dt?oc - d’rl20C - (dleOC + dzfoc) ;

43



ds® = a/2~02-dt3¢st - 6/2'd‘r§ist - ’7/2~ (dy?list + dZZist) )

2 2

Posons : o2 = a, o/? = a, o/? = «; la métrique s’écrit alors :

ds® = a.c®.dty; — B.dxhy — 7 (dyc%ist + dzgist) .

Nous avons posé : dt = dtgise, dr = dxgise, Ay = AYgist, dz = dzgise ; DOUS
écrirons donc :
ds® = a.c.dt* — B.dz® — 7. (dy2 + sz) ,

ou encore, avec les coordonnées sphériques habituelles :

ds? = a.c.dt* — B.dr?® — . (T2.d92 + r2.sin? 9.d¢2) .

C’est la formule générale que nous avons utilisée jusqu’ici.

Adopter la solution qui a été proposée pour résoudre le paradoxe de Schild
revient & admettre que :
- le coefficient de dilatation du temps est : o/ = /a ;
- le coefficient de dilatation de ’espace selon la direction radiale est : ' = /5 ;
- le coefficient de dilatation de ’espace selon les directions perpendiculaires au

rayon est : v = /7.
De plus, ces quantités doivent étre positives.

Dans ce qui suit, nous adopterons cette optique et nous utiliserons, sans
le préciser, la solution que nous avons proposée pour résoudre le paradoxe de
Schild. Ceci nous conduira & une interprétation des métriques qui est incom-
patible avec la relativité générale. Il faut donc bien mesurer 'importance de ce
choix.

17 Energie et moment cinétique : les formules
fondamentales

Répétons que nous raisonnons dans le cadre de notre interprétation particu-
liere du paradoxe de Schild, interprétation qui s’appuie sur la distinction entre
le point de vue distant et le point de vue local.

Sur une portion élémentaire de la trajectoire de la planéte, on a : ds? =

A.dtt . — di2, (ou dlje. est la distance parcourue par la planéte pendant le

temps dt.., évaluée par un observateur local), donc :
di? v2
2 _ 2 3,2 i 2 5,2 )
ds® = c*.dtj,,. <1 - c2.d;§ ) = c.dty,,. (1 - c2> ;

loc

2
ds = c.dtjpe. /1 — U—Q
c
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Comme toujours, nous notons v la vitesse de la planéte évaluée par un ob-
servateur local immobile par rapport au Soleil. Nous notons w la rapidité cor-
respondante.

Dans la section sur les géodésiques, nous avons vu que F = mo.CQ.a.%
(le champ étant supposé statique). Nous avions alors ignoré la troisiéme dimen-
sion spatiale, car le but était d’étudier I'orbite d’une planéte autour du Soleil ;
nous avions donc choisi de nous placer dans le plan de cette orbite. Nous recon-
duisons ici la méme simplification.

De plus, nous venons de voir (en admettant notre solution du paradoxe de
Schild) que dt = dtg;st, €t que v/a.dtgisy = ditjoe ; par conséquent :

2 C-dtdist

c.dt 1
E =mg.c o= = mO.CQ.\/a.$ = mo.c? /o ——— ;
s

ds v2

w
E =mg.c®> Ja.ch— = ¢ ;
c

o5 do 9 do
B=Mg.CrT o = Mg Cr e
o C.dtloc.1 /1— Zé
do
u:mo.i.r2 ch = e,

Va© Cdtgs

te .
)

E =my.c2. a.ch® =c

_ Y .2 _de w __ te
po=mo. et g = chd = .

Dans la section sur les géodésiques, nous avons parlé de 1’énergie réduite E
et du moment cinétique réduit 7 ; nous avions obtenu :

— FE c.dt
F=—c=0a—
mo.c2 “s
o 5 c.df
0n=——="r—.
mo ds

Nous pouvons compléter ces égalités :

T cdt __ w __ te .
E=oa.%% = /a.ch? =c"*;

= 7.7‘2.% = %.7’2.%.&% = c°.

On peut aussi combiner les formules de la facon suivante :
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B .2 d0 _ te .
s=2ram=70
— _ 2 2w df __ te
B =~ro.chT. 5 = .

Dans ces formules, il est sous-entendu que F = Fyst, t = Udist, t = tdist-
Ces quantités sont évaluées par un observateur immobile par rapport au Soleil,
mais situé "a Pinfini" (c’est-a-dire non soumis & son influence gravitationnelle).
La seule quantité évaluée par 'observateur local (également immobile par rap-
port au Soleil, mais soumis & son influence gravitationnelle, comme la planéte
qu’il s’agit d’étudier) est la rapidité w (ou, si on préfére, la vitesse v).

18 Vitesse de libération dans le cas général

Revenons & une métrique quelconque, pré-relativiste ou non. Nous pouvons
utiliser les formules fondamentales concernant I’énergie; on pourra se reporter
4 la section portant sur ce théme.

D’aprés I’égalité :
w
E =mg.c® Ja.ch— = c*°,
c

il est clair que le produit \/a.ch® est constant sur la trajectoire.

Dire que la vitesse est égale a la vitesse de libération (ou d’évasion) v; signifie
que v — 0 quand r — oco. Donc ch?’ tend vers 1. Mais « tend aussi vers 1; ceci
vient du fait que dt;oc = /a.dtgs: (si notre fagon de résoudre la paradoxe de
Schild est correcte, bien stir) ; comme le point de vue de I’observateur local se
confond avec celui de ’observateur distant a 'infini, « — 1 quand r — cc.

On a donc nécessairement : \/a.ch® = 1, non seulement & I'infini, mais sur

toute la trajectoire. Notons : w = w; (rapidité de libération, variable en fonction
de r, comme «).

On voit donc que c’est «, et lui seul, qui régit, de maniére trés simple, la vi-
tesse de libération. On voit aussi qu’un probléme va se poser pour les métriques
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qui acceptent des valeurs de « supérieures & 1 ou inférieures a 0.

Retenons que :

vao !

" ¢h

w
(&

19 Chute libre radiale dans le cas général

Nous voulons étudier la trajectoire d’une particule-test de masse m tombant
en ligne droite vers un corps massif de masse M.
Dans ce cas, la métrique se réduit a :

ds? = a.c®.dt* — B.dr?.

Parmi les équations des géodésiques, seule celle qui traduit la conservation

de I’énergie nous sera utile :

cdt —
— = F.
@ ds

L’équation de la métrique peut s’écrire :

c.dt\? dr\ 2
o () (Y

La conservation de 1’énergie donne :
cdt E
ds o
Faisons la substitution dans ’équation précédente :

2 2

FE ar\> E dr\?
t=a(2) -0 (5) -5 (%) :
dr 2_%2—1.

(ds)‘ B

d .
ds = —— = = ﬂi.dr:— jiﬁ.dr.
/%2—1 %—1 E —a
B

Le signe négatif est justifié par le sens de parcours de la trajectoire.

D’autre part, on a :

E o.f — /B dr
P B A oY - —
a\l B _ o a 5,
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On pourra donc utiliser les formules :

1) ds=— 73'6 Jdr
E -«

54 dr
9 edt=-E.4)2. 2
o =2
EF —«
On a, d’une part :
ds? = o-f dr?
E —a

et, d’autre part :

ds* = .dt},, — dlif,. = P.dtp,. (1 — i = 2.t} 1—f ;
loc loc loc 2 dt2 loc 2 ’

ce qui entraine :

dr? _ 1—”—2 E_a
c2.dt: 2] aB

loc
Comme dr = drg;s = ﬁ.drloa = ﬁ.dlloc, ona:

dr? 1 dl?

- loc

cdtt . B c2.dt?

loc

Ve () F
B c? ) ap

donc I’égalité ci-dessus devient :

112
"2

R I

v_x-t_ e
ER 7
«
v o
—=,/1-=
c E
’U2 1 «
2 R
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170—2*%;
o Ve
2 E
(:hgzz'
c  Va’
\/a.ch,%zf.

Ces six formules sont toutes interdépendantes; nous les avons rangées ici
dans un ordre logique, qui est I’ordre suivi dans notre démonstration. Mais nous
contatons que la sixiéme était déja connue : nous ’avions rencontrée dans la
section sur 1’énergie. Donc nous aurions pu la prendre comme point de départ
de notre calcul, ce qui nous aurait permis de démontrer les cinq autres formules
trés facilement, dans un ordre exactement inverse.

Dans toutes ces formules, seul le premier coefficient de la métrique () in-
tervient.

Dans le cas des métriques symétriques (comme celles de Schwarzschild et de
Ni), on a .8 = 1; les deux premiéres formules s’écrivent alors :

2) cdt = ——.
) ¢ o

Toutes les autres formules (listées ci-dessus) restent valables.

Si la particule parcourt une trajectoire d’évasion inversée (ce qui signifie que
r — +oo et v — 0 lorsque t — —o0), on a F = 1, et nos égalités deviennent :

1) d dr
s = ——— ;
V1—a«
dr
2) cdt = —— . ——.
) a /1 —«
E:\/1704;
c
2
v
02



1—%:\@;
}w 1
ch— = —;
¢ Ya
\/a.chﬂzl

On reconnait la vitesse d’évasion (et la rapidité associée).

Nous utiliserons ces formules quand nous étudierons le probléme de I’horizon
des trous noirs.

N’oublions pas que v désigne une vitesse locale. Pour I'observateur distant,
la vitesse correspondante est :

driee

VB _ Vo va

dtdist dtioc

o \/B.Uloc = \/B.U.

_ drdist
Vdist =

Dans le cas des métriques symétriques (comme celles de Schwarzschild et de
Ni), on a 8 =1, donc :

Vdist — Q..
Sur une trajectoire d’évasion inversée (E = 1), ou non inversée (puisque nous
avons choisi arbitrairement le sens de parcours), on aura donc

Vdist v
. —
C

=aVvl—a.
c

Avec la métrique de Ni, nous obtenons :

(¥ v _2.G.M
= = =Vl—-a=\1—-e rc ;
& &
Vdist v _2G.M _2.G.M
=a.—=aV]l—a=e¢e rZ \1l—e re2 .
C C

Avec la métrique de Schwarzschild, nous obtenons :

— 2.G.M 12.G.M
Uloc_U: 1—0(2\/1—<1— G2 ) G2 :
& C r.c r.c
Vdist

ol avicas (1 2GMN G2
c c r.c2 r.c?

Dans le cas particulier de la métrique de Schwarzschild, nous voyons appa-

raitre une double curiosité : lorsque r tend vers 2G4
2.G.

=~ (rayon de Schwarzschild),
T_CZ{VI tend vers 1, donc vy, tend vers ¢ et vg;s; tend vers 0.

Nous en reparlerons au sujet des trous noirs.
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20 Accélération dérivant d’un potentiel

Continuons ’étude de la chute libre radiale sur une trajectoire d’évasion

inversée (E = 1); on note :

_ _drloc _ _\/B~drdist _ é @
B dtioe o \/&.dtdist o o dt’

Sur cette trajectoire, on a, & tout instant :
v=v =cvVl1l—a;
et, par conséquent :

dv

1 2 o Cz.dtloc

c c .
doe  2°V1I—a 20 2dree

dv dv da dr A.dtipe da dr

dt  doa'drdt  2.drpe drdt

Sachant que dt = % et que dr = d:/lg, on tire :

Vadv  Adtpe /B.do adre
dtioe 2.droc ) drioe .\/B~dtloc '

et, aprés simplifications :

dv A do
dtloc 2 . d"'loc .
L’accélération (locale) df}” peut-elle dériver d’un potentiel ® ? Pour cela, on

doit avoir :
dv dd

dtloc d/rln(:

(Attention aux signes : penser au sens de parcours de la trajectoire!)

Ces deux égalités entrainent :

dd é da
drloc B 2 .drloc '
2
dd — %.da :

P

2.
a=— + cte.
c

Quand r tend vers 'infini, le coefficient de dilatation du temps tend vers 1
et le potentiel tend vers 0, donc la constante est égale & 1; ce qui donne :

2.®
a:1+—2.
c
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Sid= —%, comme en gravitation newtonienne, on obtient :
2.G.M 2.k
a=1- s =1-—.
r.c r

C’est le coefficient o de la métrique de Schwarzschild.

On pourrait dire que la métrique de Schwarzschild est congue sur mesure
pour que 'accélération au sens classique (¥ = ‘fizl;’z) soit égale a %, comme
chez Newton. Mais ceci n’a rien de relativiste! Le corps en chute libre va tout
naturellement accélérer en tombant vers le corps central, comme 'aurait prévu
Newton, et rien ne pourra empécher sa vitesse d’égaler ou de dépasser celle de

la lumiére, comme le redoutait Laplace...

Le calcul que nous venons de faire concerne une trajectoire radiale d’évasion,
avec ' = 0. Que se passe-t-il lorsque F # 07

Imaginons donc un autre corps en chute libre radiale, mais ayant une vitesse
initiale différente (donc une énergie réduite différente de 1).

Au lieu d’utiliser 'égalité : v = v; = ¢./1 — «, nous allons prendre :

v:vl:c.,llfii.
E

On a alors :

dv ( 1 > 1 82 02-dtloc
— =C.| ——= ) - = —— = — ;
da E°) 2. /1— e 0F v 2.E .dry.

dv _ dv do dr A.dtipe  da dr

dt ~da’drdt T 9 B gy, dr dt

Vado A.dtipe  B.da Ja.drie _
dtloc 2.E2.d’l"[oc. drloc .\/B~dtloc ’

dv A da
dtlo(: QFQ drlu(:
Mais nous venons de voir que da = 2'0‘2‘1’ ; donc :
dv 1 do

dtloc B ?.drloc

On s’apercoit que ’accélération subie par ce second mobile est différente de
celle du premier, en raison du facteur % : plus Iénergie (réduite) est grande

(autrement dit : plus la vitesse initiale est élevée), moins le mobile accélére.
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Faut-il s’en étonner ? Pas du tout ! Reportons-nous a ’expérience de pensée
de l’ascenseur d’Einstein, évoquée dans le document "Principes fondamentaux" :
deux objets sont en chute libre dans un ascenseur & des vitesses différentes ; une
traction exercée sur le cable de ’ascenseur va modifier sa vitesse, et par consé-
quent les vitesses des deux mobiles par rapport a lui ; mais, en raison de la régle
de composition des vitesses en relativité restreinte, les deux mobiles ne vont
pas subir la méme accélération, du point de vue d’un observateur immobile

a lintérieur de ’ascenseur. Mais ils vont subir la méme "pseudo-accélération”
f _ dWioe
T dtiee

On voit donc qu’il est impossible de modéliser le champ gravitationnel comme
un champ d’accélérations 4 au sens classique. Mais ne pourrait-on pas le modé-
liser comme un champ de pseudo-accélérations I' 7

21 Pseudo-accélération dérivant d’un potentiel

Etudions maintenant la pseudo-accélération ‘é—’;’, en nous placant toujours
v

sur une trajectoire d’évasion inversée ; partons de I'égalité : 7 = th< :

=c. = —_—
c2 ) dt

dv  d(th®) 1L odw [ 0\ dw
at ~ T ar CenZiedt

. 2
Puisque v=v;=cv1—-a,ona: %z =1-a,et 1 — 7 =, donc :

dv_ duw
e dt’
dw_1dv_1¢ @ da
dt a'dt o 2°Vpdr’
dw 2 do

Comme dt = dtgise = dL\/?’;ﬂ et dr = drg;ee = d\r/"g, on peut écrire aussi :

dw A2 da

dtlr)(: B 2 'OK.dT[{)(;'

Si nous voulons que cette pseudo-accélération (locale) dérive du potentiel @,

nous devons avoir :
dw dd

dtloc B d/rloc.

(Attention au signe : penser au sens de parcours.)




Ces deux égalités entrainent :

dd 2 da

c
dripe 2 “a.drie

2 da

c—2.d<I> == d(Log a) ;
2.9
— = Log a + cte.
c

Quand r tend vers 'infini, le coefficient de dilatation du temps tend vers 1
et le potentiel tend vers 0, donc la constante est nulle; ce qui entraine :

2.9
— = Log a;
c
2.‘<I
o =ec?
Si®=—SM comme en gravitation newtonienne, on obtient :
r )
_2.G.M _ 2.k
a=€e rc2 —=e .

Ce coefficient « est celui de la métrique de Ni, et de toutes les métriques
pré-relativistes.

Pour que la pseudo-accélération dérive d’un potentiel @, la métrique doit
étre pré-relativiste.

Si on suit le parcours d’'un mobile en chute libre radiale tombant vers le
corps central, sa vitesse (locale) ne dépassera jamais celle de la lumiére. C’est la
premiére condition pour qu’une théorie de la gravitation soit relativiste, et c’est
pourquoi nous parlons de métriques pré-relativistes. Curieusement, la métrique
de Schwarzschild n’est pas pré-relativiste ; mais la relativité générale ne suit pas
notre interprétation du critére de Schild.

Le raisonnement peut se faire aussi sur une trajectoire radiale quelconque,
avec F # 1.

Partons par exemple de I'égalité \/a.ch® = E = c*¢; passons aux loga-
rithmes : w
Log va + Log ch— = c'° ;
c

puis différentions les deux membres :

d (Log \/a) +d (Log ch%) =0;




1 da sh®.d+

—. =0;
Va 2.4/a + ch*
d
24080 ;
2a ¢ ¢
do drioc dw .
2.0 cedtpe ¢
A.da  drie
dw=0;
2.« dtloc v '
dw ? da

dtioe o ﬁ ' drioe '

Ici nous rejoignons le calcul précédent ; le résultat est donc identique. Ceci
signifie que la pseudo-accélération est indépendante de E, donc tous les corps en
chute libre subissent la méme pseudo-accélération, quelle que soit leur énergie
(donc leur vitesse initiale).

22 Chute libre radiale et impulsion

Nous allons continuer I’étude de la chute libre radiale, mais en focalisant
notre attention sur 'impulsion du mobile.

Nous avions défini la composante radiale de I'impulsion par :
Do = Mo.Dy = mo.\/B.ch%.vz.

Si la vitesse est radiale, on a v, = v et p, = p. On écrira :
p= \/B.ch%.v =c. B.Sh%.

Nous allons supposer que «.3 = 1 (métrique symétrique). Dans ce cas, on
_ csh¥

Dans les généralités sur la chute libre radiale, nous avons démontré les éga-

lités : 2 =, /1 — % et ch? = % ; ce qui entraine :

woovow a E
Pt oo
e TN 7V

On a donc :
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Dérivons par rapport a ¢ :

@—c 1_1 _E.da +CE} 1 _ da _
dt EQ' a?.dt a2 e E2.dt ’

E
E 1 1
@:—c. —- 1—%—1— . .d—a;
dt a? E- 2Fa [/1-x| di
E
dp E o 1 d
£ Bl-5) il &
dt 1—=2 |a E 2.FE.a dt
w__E[E_1 1 ]da
d v |a? Fa 2Ea dt’
g _ 2[E_ 1 ]da
dt v |a® 2E.«f dt’

A . . 2
Dans les généralités sur la chute libre radiale, nous avons vu que = = 1—%;;

]
o

ils’ensuitque?—%zQ—(l—z—z):1+%z;d0nc:

D 2 E 14 2\ do
dt v 2.a2° 2 ) dt’
Comme T = 2.9 = T2 04,5 = Z—f.a.vloc = ‘é—f.a.v, on obtient :

dp 2 F 2\ d 2 d
Pt = 1—|—U— av=-F. 1—|—U— R
v c2 ) 2.a.dr

Supposons qu’en plus d’étre symétrique, la métrique soit aussi pré-relativiste,
ce qui signifie que : a = e 2.

On a alors : da = 2.¢°% .d (%) =2.0.d (%), donc £ = d (%) ; faisons la

substitution dans I’égalité précédente :

o 2\ d2
b _ —-*E. <1 + 112) c?

dt ) dr

En multipliant les deux membres par mg, on obtient :

dp — v2\ d®
m0-£ = —my.F. (1 + 2)

) dr
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Sachant que E = Va.ch® et que mg;s; = C% = mg.y/a.ch®, on écrira :
dp w2\ dd
Lo g (14 2) 22
dt Hdist ( v (:2> dr

Nous retrouvons le résultat déja obtenu dans la section sur les géodésiques
. s . 2
en version localement cartésienne ; nous retrouvons surtout le facteur 1+ %5 sur
lequel nous avions fait une longue digression.

Sid= 7% (potentiel newtonien), alors ‘fi—‘f = %, et :
dp — (1 1}2 G-]\'Id’istjndist
dt 2 ) 72 ’

Nous savons que les masses se transforment de la méme maniére que les
distances par changement de potentiel ; donc la quantité % (dans la-
quelle r = rg;q, rappelons-le) est en réalité indépendante du potentiel dans
lequel est plongé 'observateur. Autrement dit, n’importe quel observateur peut
jouer le role d’observateur distant.

23 Vitesse circulaire dans le cas général

Nous appelons vitesse circulaire la vitesse d’un mobile de masse négligeable
se déplacant sur une orbite circulaire de rayon r autour du corps massif central
de masse M (le Soleil par exemple). Cette vitesse dépend de r et de M.

Pour calculer cette vitesse, il est commode d’utiliser la deuxiéme équation
des géodésiques :

oy~ (gdry_1 (cdt\" 9o 1 (dr\" 98 1 (d9)* d(yr)
ds \"ds) 2"\ ds “or 2 \ds) or 2'\ds) = or

Comme 7 est supposé constant, la dérivée % est identiquement nulle, et

I’équation devient :
o L (edt)’ oo 1 (9T 0(1r?)
- 2'\ds ) "or 2°\ds) = or
cdt)® da _ (d0\" O (yr?) .
ds “or  \ds) = or
o' (ds \P_ G
ds) " \cdt _%’

o\ 5
edt) — 90yr?)
or
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r.do\ > B 7"2.‘3—?
cdt )~ a(yr?d)

or
2 da
('Udist)2 e
c 9(y.r?) *
or

Cette formule permet de calculer la vitesse circulaire évaluée par 1’observa-
teur distant. Pour calculer la vitesse évaluée par un observateur local immobile,
on utilise le coefficient de dilatation du temps : \/«, et le coefficient de dilatation
de I'espace dans le sens du déplacement : /7.

On a : dlipe = /7.dlaist (déplacement élémentaire du mobile) et dtj,. =

Vaudtyse, donc v = % = % = %.vdist, donc I’égalité ci-dessus
donne :
Vioe 2 Y 7“2'%%
( c ) TN
or

24 Aphélie et périhélie dans le cas général

Nous allons étudier ’aphélie et le périhélie d’une orbite elliptique, en appli-
quant les formules fondamentales de ’énergie et du moment cinétique :

E=oa%= /a.ch? =ct;

—_ 2 cdd _ v .2 dO w __ te
o=y A *\/a'r'dt'Chc = c'°.

A TDaphélie et au périhélie, la vitesse de la planéte est perpendiculaire au
rayon vecteur joignant le centre du Soleil & la planéte. Dans ce cas, on a :

r.df N Vdist _ dldist

cdt ¢ c.dt

D’apreés notre interprétation du critére de Schild :

dt dt
dt — dtdist _ loc _ loc |

of Va

dlioe  dlie
gy = —2 = 2L,

v Vel
La premiére égalité est valable en tout point de ’orbite; la seconde n’est
valable qu’a I'aphélie et au périhélie, car elle suppose que dl soit perpendiculaire
au rayon vecteur.

rdf  dls

.oy dlloc \/a o @ Vioc o \/a
cdt  edt VA edtie A

alc

3
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Ceci nous permet d’adapter la formule du moment cinétique a 'aphélie et

au périhélie :

oy (rdd Jw v (Ve w_ w
o= \/a.r.< i ).chc = \/a.r. (ﬁv) .chc = \f’y.r.c.shc.

Nous allons donc utiliser les formules sous la forme suivante :

E = /a.ch® =" ;

.= \/y.r.c.sh® = c'.

Nous allons noter r1, v1, wi, a1, v1 les valeurs de r, v, w, « et v & 'aphélie,
et ry, V9, Wy, a2, Y2 leurs valeurs au périhélie.

On aura alors :

E= w/oq.chﬂ = \/ag.ch% ;
c c

o= \/Wl.rl.c.sh% = \/’)/2.7"2.0.8}1%.

On peut espérer que ces égalités vont permettre, au moins dans certains cas,
de calculer (73, v9) connaissant (1, v1). En tout cas, elles établissent un lien
entre les caractéristiques orbitales & ’aphélie et au périhélie.

La facon la plus simple de préparer le calcul consiste & éliminer ws en écrivant
que ch2% — shQ% =1:

2
Wo Wo a1 w1 Y171 w1
ch?—= — sh®>— = —.ch*— sh?— =1

¢ Qs ¢ a3 c '
2
2 vy
o I mr & 1-
- bl

: . L. .
az 12 2Ty 1%

2 .2 2
a1 Y177 VY -1 (% .
P 272 T 20

(65 Y2.T5 C C

2 2 .2

Vo v @
c2 2.2 ’

Y2.T3 C (6%)

2 _ > o 2 ,
vi 14 yerdi(a - ag)

(12 o 1— ’71-75 as3. (717]2 — "/2.7’%) '
Y215
Cette formule est censée nous permettre de répondre & cette question : rq
(rayon a 'aphélie) étant fixé, quelle doit étre la vitesse v; pour que le périhélie
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se situe & un rayon ro choisi?

Nous reviendrons sur cette problématique quand nous étudierons les mé-
triques de Schwarzschild et de Ni.

Bien sir, on a aussi :

ﬁ _ .72 (1 — )

c? ay. (y.rf —y2.r3)"

Nous aurions pu aborder la question de I'aphélie et du périhélie en partant
le I’équation de la métrique :

ds® = a.c®.dt? — B.dr® — v.r?.df?, ou :
2 2 2
c.dt dr do
l=a.(==) =8 (=) =72 () .
(%) o (@) (&)
A Taphélie et au périhélie, on a % = 0, ce qui permet de simplifier ’équation :
2 2
c.dt do
l=a. (=) —~qr2 (=) .
(&) ()
Sachant que E c.dt

_ = 2 dO v .
= a.= - et que = y.r°. -, on écrira :

s?

Lo L (qedt _ L (e cdd
T a'\ T ds v.c2.r2’ T s '

2
F2 = . (1 + Iu22> .
y.c2.r
Ces égalités ne sont valables qu’en deux points de l'orbite elliptique : aphélie
et le périhélie. Reprenons les notations précédentes :

—2 —2
E E

ﬁ2 = 71.02.7"%. ( — 1) = 72.02.7"%. ( — 1) ;
aq Q2

2 2
—2 Y179 Y2.T5 2 2
E. |——-——=|=mr]—727r5;
aq (€5)

22 72 2 A 2
E27 V1.7 — Y275 B Ql.(lg.(’yl.’ll ,’2.72)
- 2 2 2 o 12
Juemy . 72T) a2.Y1.T7 — (1.7Y2.T5
(e'5] a9
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2 2

=2 i i

E = . 1 —_— = . 1 .
o < +fyl.02.'r%) a2 ( +72.02.r§> ’

2 aq Qg _ .
e 2 7’2 2 7’2 = Q2 aq
Y1717 72.C7.T5

2 72 2
2 = ap — _cAoyprioye s (ap — o)
- « o - 2 2
VI«C;T% - ’YQAC;A’r‘; ()(2,’\/1.7”1 — (Y].’YQ.T‘2

Calculons encore le quotient :

EQ _ Ay ye.r3 (o — ag)
B aj.az. (71.73 — y2.73)

Rappelons-nous que E = Va.ch® et que i = \/7.7.c.sh (a aphélie et au
périhélie) ; ce qui entraine :

vy sh®- m N
=T = A aly
c cth Jvy.err E
2 —2
d_ e P
2 At
2 2 2 2 2
vi a1 clyriyeTs. (1 —ag)  ya.ry. (@ —an)
= 2 2 2\ 2 2N
2 .2 ag.ag. (1.0 — y2.rd) ag. (1.79 — y2.13)
De méme :

l% _ ’}/1.7“%.(041 —042)

2 o (mr?—yard)

Nous retrouvons les formules démontrées précédemment.

On peut calculer facilement le quotient :

2 2
1)71 o x1.7Y2.T5

2 2°
%) x2.7%1.T7

Rappelons-nous que, pour un déplacement dl perpendiculaire au rayon vec-

teur :

dl dt
dlgist = —25 et digig = —= ;

NG Va
ce qui entraine que :

o dldist

Vdist =

_dhen/a _Va
dtdist ﬁ~dtloc ﬁ toe -

a a

2 _0a o 2 _ Q2 o

Vidist = —Vlloe €6 Vagist = —— Vj0c 3
a! Y2
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2 2 2 2.2 .2

Uldist _ @172 Vi @172 U1 Q7.795.75
2 "9 ) 2.2 .2
Vadgist X271 Vg0 Q271 V3 Q.07.T%

Uldist _ Q1.72.T2

)
V2dist @2.71.T1

i _ 2
—T'1.Vidist = —-T2.V2dist-
aq &%)

25 Vitesse de décrochage

Partons par exemple d’une orbite elliptique usuelle (comme celles qu’on ob-
serve dans le systéme solaire) ; si nous faisons décroitre vy, nous savons que ry
décroit, et réciproquement. Remplacons maintenant le Soleil par un corps plus
magsif mais beaucoup plus petit (disons ponctuel). On peut penser que lorsque
v1 décroit de maniére continue et tend vers 0, ro décroit aussi de maniére conti-
nue et tend également vers 0. Mais nous allons étre confrontés, d’abord en
métrique de Schwarzschild puis en métrique de Ni, & une situation bien diffé-
rente : pour rq fixé, il existe une vitesse v; minimale au-dessous de laquelle on
ne pourra trouver aucune valeur de r remplissant les conditions imposées par
la formule que nous avons établie dans la section précédente ; autrement dit, il
existe une vitesse minimale au-dessous de laquelle le mobile ne peut plus évoluer
sur une orbite elliptique, mais ne peut que plonger sans retour vers la singularité
centrale. C’est cette vitesse que nous appelons vitesse de décrochage (lorsqu’elle
existe).

26 L’effet Einstein

Un chronomeétre transporté dans un lieu ou la gravité est plus forte va ra-
lentir ; inversement, transporté dans un lieu ou la gravité est plus faible, il va
accélérer. Par exemple, imaginons deux chronométres parfaitement synchronisés
a la surface de la Terre. Supposons que le premier soit placé & bord d’un satellite
artificiel, puis que ce satellite soit placé en orbite & haute altitude (ou la gravité
est plus faible) : il va prendre de ’avance par rapport au second, resté au sol. Ce
phénomeéne est connu sous le nom d’"effet Einstein". Il est vérifié tous les jours,
grace a la technologie GPS : pour obtenir son positionnement précis a la surface
de la Terre, le boitier GPS émet un signal qui est capté par plusieurs satellites;
ceux-ci évaluent l'instant de la réception avec une grande précision, a 1’aide de
leurs chronomeétres embarqués. Le calcul de la position exacte nécessite une ex-
cellente synchronisation des chronométres embarqués avec les chronométres au
sol, synchronisation qui est perturbée par la gravité, ce qui est une cause d’er-
reurs systématiques. Il est donc nécessaire de corriger ces erreurs, sans quoi le
positionnement GPS donnerait des résultats fantaisistes.
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27 Limite newtonienne

Les coefficients «, 8 et v sont des fonctions de r. Pour étudier leur compor-

tement "a linfini" (quand r — ©0), nous pouvons les développer en série en
1.
i

oy ag
amagt—+ ot

B~ fo +@+&+@+

= 70+7+7+£+

Au premier ordre, on a :
\/a: (14—0:);17,)~\/7(14—20(070):\/0[70—‘1-2'\7;—0'7‘;

v2
N1+2 2

de plus, ch? =

Faisons les substitutlons dans I'expression de 1’énergie, et négligeons les termes
. . 2
de second ordre (ou les produits de termes du premier ordre) en % et en % :

E = mg.c? \/5ch—~m0c <\ﬁ+2r ) (1+;v2>;

b ()

al.mo.c2

1
E= M.mo.c2 + \/a0.§.m0.v2 + W

L’expression correspondante en gravitation newtonienne (en ajoutant 1’éner-
gie de masse mq.c?, et en notant k = GCM) est :

1 G.M.my 1 k.mg.c?
E =mo.c? + =.mp.v*> — ———— =my.c®> + =.mg.v*> — ———.
2 r 2 r
1 2 4 4 AR G.Mmg _  k.mg.c
On remarque que 5.Mg.v° représente I’énergie cinétique et — p = —==

I’énergie potentielle de la planéte.

Pour que 'expression de ’énergie basée sur la métrique soit équivalente, au
premier ordre, & la formule newtonienne quand r — oo (ou quand ® — 0), on
doit avoir :

2.G.M
2

ag=1 et ay = —-2.k =— .
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donc :
2.k
a~1l— —.
’

. « . 2
Voyons maintenant le moment cinétique. A 1’ordre 0 en % eten %, on a:

v o db

p = mop. b e 02 0
VT dtgs ¢ U Jag dtaise

La formule newtonienne est :

, do

W= mg.re.———.
dtdist

Pour que les deux formules s’identifient, sachant que ag = 1, il faut que la
condition suivante soit vérifiée :

Y = 1.

Montrons maintenant que 8y = 1. Nous pourrions dire simplement que la
métrique doit tendre vers celle de Minkowski & U'infini, donc «, 8 et v doivent
tendre vers 1, cequi signifie que ag = By = v9 = 1.

On peut aussi reprendre la deuxiéme équation des géodésiques :

_d (gdry L (edt\ oo 1 dr\® 98 1 (d0)* 9 (yr?)
ds\"'ds) 2'\ds ) "or 2 \ds) ‘Or 2 \ds) = or
Supposons que le mobile soit, par exemple, une bille lachée avec un moment

cinétique nul : % = 0.
cdt\* da 1 (dr\* 98
‘\ds ) "or 2 \ds) ‘or’
B (dr\T_ 1 (edt\T 0o 1 (dr)® 98
dr \ds ds2 2°\ds ) "or 2 \ds) "or’
1. [dr\? Pr 1
() et

4.5 — O 3 — 98
Nous avons posé : & = 3> et §= 5.

IS

5

IS

w

%

o

[ V]

N |

Multiplions les deux membres par (%)2

2 2
—1% dr _ﬁ.ﬂ: 1.02.02.
2 dr \ dt dt? 2
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1- % au premier ordre, on a & ~ 2f = 2G&M (au deuxiéme

Comme o = 2 5

ordre), donc :

1dB (dr 2_Bd2r_G.M
dt dt? '

3 a2
Supposons maintenant que le mobile soit laché avec une vitesse nulle : % =0.
On a alors :

d?r 1 GM

a2 B or?
1l est clair qu’on doit avoir By = 1 pour que cette égalité s’identifie & la loi de
la chute des corps de Galilée (reprise par Newton).

28 Le formalisme post-newtonien paramétrisé

Pour faire un tri entre les nombreuses théories métriques de la gravitation,
une technique a été développée : il s’agit du formalisme post-newtonien para-
métrisé.

Le procédé consiste & écrire la métrique sous sa forme isotrope, puis & déve-
lopper a et § en série, afin de déterminer les coefficients oy, a1, as, Bo, 51, Ba-..
Les trois grands tests classiques de la gravitation (déflexion de la lumiére au voi-
sinage d’un corps massif, précession du périhélie, effet Shapiro), incontestables
car confirmés par I’expérience, imposent des contraintes sur ces coefficients, ce
qui permet de tester la validité des théories.

Voyons d’abord la métrique de Schwarzschild. Nous devons prendre sa forme
isotrope, c’est-a-dire celle d’Eddington.

Posons : x = Q—kT D’apreés ce que nous avons vu précédemment :
2
1- 2 1—x)? kO
a:( 2‘T2:( x)2 et ﬂz(l—I—) = (1+42)".
(14 £ (1+2) 2r

Calculons les dérivées de a et 3 par rapport & « en z = 0.

o - —2.(1+2)?. (1—-2)-2.1-2)°. (1+a)

’ (1+a)
a,:—2.(1+x).(1—x).(1+m+1—;6)):_4 l—z
! (1+a)* (1+a2)?
o — 4 —(1+2)=-3.(1-2).(1+2)? _ (14+2)°.(-1—z—3+3.a)
¢ ' (1+x)° ' (1+x)° ’
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o — 4 2.x—4: r—2

’ +a)' T+t
N (14+2)! —4.(z-2).(1+2)° _ e 1+2)°.(1+z—4z+8)
’ ' (1+2)° ' (14 2)° ’
m 9-3.x 3—x
. = — ,75 = — 4.45.
(1+42) (1+2)

On adonc: «(0) =1, o, (0)=-4, oJ(0)=16, o)'(0)=—-T72.

Appliquons la formule de Mac Laurin, & l'ordre 3 :

a/ O) a//(o) a///(o)
a = a(0) + %.x—k 3627!.332 + 9”37!.333 +o(z?) ;
T LIS 1) k2+772k73 1Y
“ 127 274027 6 847 )

k k2 3k 1

B =4.(1+z);
B =12.(1+x)*;

x

B = 24.(1+ ).
On adonc: B(0) =1, B.(0)=4, B(0)=12, B(0)=24

Appliquons la formule de Mac Laurin, & l'ordre 3 :

g=p0) + 50 5y B0 g2y B0) o)

4k 12k2+24k3 1.
1720 2 4.2 6 8.3 ’

+o0
E 3K 1Kk 1
,3:1+2*+572 5*3 (3)

Passons a la métrique triviale de Ni. On a :

k kK 2k 1

_ kg 12k 1 4k 1 8k° I
Pmer =ttt s Tolm)
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k Koo2 k3 1
=142-42.—=+4+-.— — .
B + r+ r2+3 7‘3+O<r3)

Comparons maintenant les développements de o obtenus pour les deux mé-
triques. On voit que les trois premiers coefficients sont identiques. On a : ag = 1,
o] = —2]{3, Qo = 2]{32

Comparons les développements de 3. On voit que les deux premiers coeffi-
cients sont identiques. On a : By =1, 51 = 2.k.

Or il se trouve que les contraintes pour qu’une métrique soit valide (c’est-a-
dire compatible avec les observations concernant les trois grands tests classiques)
sont précisément : g = 1, a1 = —2.k, ap = 2.k%, Bo =1, B1 = 2.k.

Nous pouvons donc affirmer que la métrique triviale de Ni, ainsi que la mé-
trique de Schwarzschild, sont compatibles avec les tests classiques.

Mais il est clair que toute métrique isotrope homogeéne est disqualifiée, car

les contraintes ci-dessus imposent que «q et [3; soient opposés, alors que dans
une métrique homogeéne ils sont égaux.
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