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16 Tenseur de Ricci et potentiel 31

1 Avertissement

Ce document fait partie d’un ensemble comportant plusieurs volets :
01) Les vitesses en Relativité restreinte

02) Gravitation relativiste

03) Principes fondamentaux

04) Gravitation classique ou quantique ?

05) L’hypothése du champ d’entrainement

06) Métriques et géodésiques

07) Tenseur de Ricci

08) Potentiel gravitationnel

09) Ni ou Schwarzschild ?

10) Gravitation et vide quantique

11) Etude du systéme solaire en métrique de Ni
12) Etude des systémes binaires en métrique de Ni
13) Trous noirs et trous gris

14) Ondes gravitationnelles

15) Gravitation et cosmologie

16) Conclusion

2 Tenseur de Ricci dans le cas général

Dans tout ce document, nous étudions les métriques statiques, a symétrie
sphérique, diagonalisables. On pourra imaginer le champ produit par une masse
ponctuelle, immobile. Comme notre but est de sélectionner les métriques qui
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peuvent s’interpréter en termes de gravitation, nous dirons qu’une métrique est
"éligible" si elle respecte le limite newtonienne, et si, de plus, elle est compatible
avec les trois grand tests classiques, selon le formalisme post-newtonien para-
métrisé.

Les métriques que nous allons étudier sont donc de la forme :
ds* = a.c®.dt* — B.dr?* — ~.(r*.d0* 4 r*.sin0.d¢?).

Nous noterons ¢, &, B , 6 , 7 et 7 les dérivées partielles d’ordre un et deux de
«, (B et y par rapport a r :

e a0 28 o o
T P T e P T e Y T T T B2

Comme, dans le cas présent, a, 8 et v ne dépendent que de 7, on aurait pu se
dispenser de parler de dérivées "partielles".

Attention : contrairement & un usage répandu chez les physiciens, il ne s’agit
pas de dérivées par rapport au temps!

Selon I'usage du calcul tensoriel, nous noterons :

da' = c.dt ;
dz? =dr ;
da® = db ;
dz* = dg.

Les indices placés en haut ne sont pas des exposants, mais des indices contra-
variants ; les indices placés en bas sont covariants.

En coordonnées sphériques, les composantes covariantes de la métrique sont :

gi1 =

go2 = —03;

g3z = =717

gaa = —7.12.51n%0.



Ses composantes contravariantes sont :

gl=1

g% = _%

g% — *«,.1/,-2

9" = — e

Les deux matrices sont diagonales (pour ¢ # j, on a g;; = g = 0) et inverses
I’une de ’autre.

Notre but est de calculer le tenseur de courbure de Ricci R;; associé a cette
métrique, puis le scalaire de Ricci R.

Pour cela, commencons par calculer les dérivées partielles de la métrique par
rapport aux coordonnées.

9911 __ o _ .

ez — or &

9ga2 __ 9B _B

ox2 —  Or

dgss _ _ O(y.r?) _ 22 ) .

oz2 — ~  or - 7( y-r + 2'7") ’

2 A(y.r%.s5in0 .- e
St = —20p.r_sin’6) T ) = —(A.r? + 2.9.7).5in%0 ;
Ogas _  O(y.r’.sin?0) _ 2.~ 12 sinbd.cosd

93 — a8 — —4 Y. r=.81nv.coso.

Toutes les autres dérivées partielles sont nulles.

Nous allons ensuite calculer les symboles de Christoffel, définis par :

lekzl li (agik Jragji agjk)
’ :

29\ 0x7 T 9zk T o

Attention : nous avons utilisé précédemment la lettre I' pour désigner la
pseudo-accélération ; ici, nous 'utilisons, selon 1'usage du calcul tensoriel, pour
désigner les symboles de Christoffel. En dimension quatre, il y a 64 symboles
différents ; mais ici, compte-tenu du fait que ¢ s’annule pour i # j, et que



beaucoup de dérivées partielles sont nulles, le nombre de symboles de Christof-
fel & calculer sera limité ; ils seront tous de la forme :

oz oxk oz’

i L 4 (09 | Ogji  Ogjk
jk—2~g'-< + -5

Commencons avec i =1 :

1
i =-. ,
Ik g oxJ oxk Ozt

1 (3g1k g1 8gjk>_1 1 (3g1k 393‘1)
59 . =L

= —. — +

29 Oxd  Oxk
Pour que cette expression soit non nulle, on doit avoir soit j = 1 et k = 2, soit
j=2et k=1. Ces deux cas sont semblables :

1 (8912 8911> _ 1 11 Og11

11
1 _pm _ L1 on
Fl?irgliag "\ Oz Ox? 29 o2 T 2w 20

Continuons avec i = 2 :

2 :1922 9921, Ogj2  Ogjk
k9 T\ gxd T dxk 022 )

Ondoitavoir: j=k=1ouj=k=2ouj=k=3ouj=k=4.
1 (6921 +3g12 3911) :_1 22 90911

29 9a2

2, = =.g%2.
11 5 g

Ozt Ozt Ox2

2 L (1), 2@
', = 2.( ﬁ>'a2ﬂ'

2 _ 1 9 (6922 +3922 a922) 1 59 0922

0r2 ' 9x2 02 29 oz

F%Q = % <;> (*5) = %

R dga3 n 9932 9933\ _ 1 95 Ogs3 |
38797 T\ 923 ' 023 022 29 oz2

1 1 . 1 424 2.y
rz, = —3 (5) (=42 = 24.1r) = B R ;

Ozt Ozt 02

29 P2

1 0 0 0 1 0
2 _ 922.( 924+ 942 944) _ _ L 220944



1/ 1 14, .
I = —35 < 5) (=502 = 2q0)sin2 = —= L T2V

Etudions ensuite le cas i = 3 :

oI Oxk ox3

On doit avoir soit j =2 et k = 3, soit j =3 et k = 2, soit j =4 et k = 4. Les
deux premiers cas sont semblables.

1 0g3r , 0gj3  Ogjk
3 _ 1 33 j j

3 1 550
M=, = 50" 52

2'9 "0x2
1 1 v
I3, =T, == ——= ) (=31 = 24.0) = — 4+ = ;
23 327 5 ( ’)’~7’2> (=.r y.7) 2'74‘7”,
1 0944
Pa=-54"%3

1 1
I3, = —5 (_’YTQ) (=2.7.r%.sin.cosd) = —sinb.cosf.

Etudions enfin le cas i =4 :

4 _
ij—

1 4y (Og9ak | 0gjs  Ogjr\ _ 1 44 (Ogax | Ogja
29 '(&Uj T ek o0t ) T2 \ow T oer )

On doit avoir soit j =2 et k =4, soit j =4 et k = 2, soit j = 3 et k = 4, soit
j =4 et k = 3. Les deux premiers cas sont semblables ; les deux derniers aussi.

1 7]
rfy =T, = .g". 2%

59 Fr
Ty =Tl = % <W> (=4.1r% = 2.9.7).5in%0 = % + % :
M, =Ty = g™ 5
F§4 =T = % (—M) (=2.4.72 5inb.cosl) = Z?:;Z



Récapitulons :

1 _ 1l _ & .
1—‘12_F21_71

2«
F%l = Q(ig
1—%2 = 233 )
12, = 1 &rt42q
33 2 B
I3, =-31 r2%2‘7 ~ sin’0

3 _ 713 _14 _14 _ 7% 1.
o =15, =15 =T =55+ 5

'3, = —sinf.cosl ;

4 _ 14 _ cosb
F34 - F43 ~ sin@”

Nous avons déja dit que les symboles de Christoffel sont utilisés pour calculer
les équations des géodésiques; ils permettent aussi de calculer les composantes
du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel, selon la formule :

8Flmn 8Flms . i 7
R .= S — +> (T, T =T, T

i=1

En fait, il ne sera pas nécessaire d’effectuer la sommation, car chaque terme
sera non nul pour, au plus, une valeur de 1.

Nous n’avons pas besoin de calculer toutes ces composantes, car notre but
est de calculer le tenseur de Ricci, défini par :

4
e Yy
R =Y RY.
y=1

En reprenant la définition du tenseur de Riemann-Christoffel rappelée ci-
dessus, et en renommant les indices : ¢ — 2, [ -y, n =y, m — i, S — j, nous
pouvons écrire :

ory —ory. 2
y o 1y 1] z Yy z .

z=1

! 1 [ory ory, -
Rij=) Rly;=> |5t — -0 |+ (T, T5. —T5.Iy.).
y=1 y=1

y=1z=1




Pour ¢ # j, on peut vérifier que R;; = 0. Pour cela, on fixe les valeurs de
et j: (i, ) = (L 2), puis (i, §) = (L 3), (i j) = (1, 4), i, j) = (2, 9)
(4, j) = (2, 4), (4, j) = (3, 4); dans chaque cas, on cherche pour quelles valeurs
de y les dérivées partielles sont non nulles (on voit qu’elles sont toutes nulles) ;
puis on examine les symboles de Christoffel, et on cherche pour quelles valeurs
de y ils peuvent étre non nuls; pour chacune de ces valeurs de y, on cherche
ensuite pour quelles valeurs de z I'un des produits I';, Fé’z ou I';,.T'Y. est non
nul. On constate que tous ces produits sont nuls, sauf dans le calcul de Ro3,
les produits I'5,.T'3, et I'3,.I'};. Mais comme '3, = I'S, et ['3, = '}, on a :
3,14, —T3,.T'13 = 0. I en résulte qu’on a bien, dans tous les cas, R;; = 0 pour

i j.

Il nous reste donc a calculer les quatre termes non nuls Ry (1 = 1,2,3,4)
du tenseur de Ricci, et, pour chacun d’eux, nous avons besoin de 4 termes du
tenseur de Riemann- Chrlstof‘fel de la forme : RY,;, R%,, R, R}, ; ce qui signifie
que nous faisons des calculs séparés pour les quatre valeurs possibles de y.

ory,  ory &
RY = Yy dru +Z(FZ FJ _I“ I“J)

Wi Pat T gav A W vz
=

ori,  or
Ry, = 89511 o7 111 +T§, I, -5, I, =13, T, - T I, =0
orz2,  orz 8F
Riy = axll axlgl +T§, 1, —T7 I3, = " on 121 +T}, T} T3 I3y
ord, ors .
R131 83;1 923 Y+ 7 F?z - I‘11~F§z = _F%'ng )
oriy, ory ;
R141 Bxll o4 1z = Fll'F?lz = _F%rr?&-
Riy = Ry + Risy + Risy + Riyy
or?
RH:—8121+F (P —T3,—T%, —T%) .
or} orl or}
Ry = 87221 - 8512 +T5,. T3, — T3, = or 221 +T5.0 — I3, 1y



T3, O3,

R222 Oz2 D22 2z F§2~F§z =0;
ors,  ors ors
R330 = 8:022 D73 22 +T5;.05, —T3,.135, = 22 23 + 3355 — 3,13, ;
ars, ors, . ars,
Ry = 8x22 F 5. — T3 T1, = a2 L+ 13,05, — T3, T
Rz = Rjy + R3gy + R3so + Roys
ori. ors, ori 2 2 2
Ry = a;; a;zs a;; +(T3) " + (F§3) + (F34) —T3y. (T1a + 3 + Fiz) .
orl ort
Ry3 = 373},1 ~ ol 23 +T5,.T3, — T30, = T30 ;
ol'sy 3F 3F
R3ys = axg 22 33 +T5, T3, —T5;.15, = 22 33 + T3, T35 — 3515, ;
ors ors
Riss = o7 ?}, pI 33 + 15315, —T5;,.15, =0;
ort,  ard . ors 2
Ry = 8;3 I 33 + 15, Ty, —T5;.T5, = WJ; + (3,)" —T'33.T%.
Rss = Ryy3 + Rioy + Riss + Rayy
or? ors 2
R33 = — 8:10323 3;;,4 + (T34)" +T3;. (T3, — T, — T3, —Tdy) .
1 aFZ111 aréll4 z 1 z 1 2 1
Ry, = ot oxt + I Ty, =T Ty, = T Tig s
orz,  org, . or?
Ry 33:4 922 3. —Tia T3, =— b 424 + T4, I3, —T3,0% ;
ord,  ord, . ar3,
R234 8x4 923 4z — I‘44~ng = T ox3 44 — F314-F§2 )
ord, or, .
Rl = W‘ﬁf ot I —I:,T1 =0




Rys = Ry, + Rigy + Rizy + Ry
6Fi4 8F24
Ox? Ox3

Ry = + T3, + 13, (Fjﬁ —T},—T5 - ng) .

Nous allons avoir besoin des dérivées suivantes :

or: 0 <a):d.5—aﬂ'.

ox2  or \2.8 2.2
ary, 9 (&) da—d*
0x2  or\2a) 2.2

27v r

2.2 r2’

6F%3_3F§4_ﬁ gl +1 _’7-’7—72 L
Ox? 0x2  Or N

3 0 (1 Ar2+424r\ 1 B.(5r* + 247+ 240 +29) — B.(3r2 +2.4.1) |
dz2 —or\ 2 B C L ’
o2~ o ((5.7 —BA)r* 4+ (4.8 —2.8y)r + 2.5.7) ;
ors, 0 fcosh\ 1
dx3 00 \sinf)  sin20’
2 C 2
ary, _ o _1.7.7“ +2'7'T.sin20 ;
ox?  Or 2 B
31“?14 - 1 . 5 e 2 . . -2
o o ((ﬂ'y —BA)r* + (4.4 —2.8.y).r + Z.ﬂ.fy) .8in°0 ;
ord, , o, )
55— 90 (—sinb.cost) = sin“0 — cos“6.
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Récapitulons :

ar?, a.f—c.f .
Ox? ’

ary, Goa—d? .
Ox2

or3, _ vy, _ =42 1.
Ox? Ox? 2.92 r2

2

O = —5br. ((B.ﬁ —BA) a4 (4BA — 2.B.)r + 2.5.7) :

ory Olag _ .
Ox3 sin26
or,

922 _2,2% ((57 — BA)r? + (4.4 — 2.8.7).r + 2.8. 7) .5in20 ;

ars .
D = sin20 — cos?0.
xr

Reprenons maintenant les expressions de Ri1, Ros, R33 et Rs4, et substi-
tuons, aux symboles de Christoffel et & leurs dérivées, les expressions que nous
venons de calculer :

oy, 2 1 2 3 4
a2 + T (M1 — T35 — T35 —Ty) ;

an_aﬂ—ama(o‘z_ﬁ_v_l_vJ);
2.5 . :
ap

R11:_

2.52

Rn:—%+ 557
a3

ory, ors, ors,

Ro2 = O0x2  0x2  Ox2

+ (F21)2 + (ng)z + (F§4)2 —T3. (T12 + T3 + 1)

11



R _da—d Ay -4 1 Fay-4 1
22 — -

2.a2 2.2 r2 2.2 o2

N . 2 . 2 . . .
a S T A A (L A R
m+(2.a) +(2.'y+r> +<2.7+r> 2.5'(2.a+2.fy+r+2.'y+r ’

a a5 A2 2 a2 20 24 2 Af ;
Rp=2 0 0 v 2, & v 29,2 &f py B
2.0 2.02 vy 42 r? 4a* 242 v r? 4daf 2.8y B

& 5 a2 2 . 324
Rop= & 47 gl B _B4y B 24

2.0 v 4a? 292 4dafB 2B~ Br oA

ors; oIy,

+

2
Rs3 = — 022 923 + (ngx) + P:z%:s' (F§2 - F}2 - P%z - Fiz) )

2.32 sin20 sinb

_(drtt2ary (5o 1 6 8 & 1)
B 2.6 N2y r 2 28 24 1)’

Ror — (BA — BA)r2 + (484 —2.8.9).r + 2.8 1 <0039>2
33 = -

(B = BA)I?+ (4BA —2.8.9).r + 2.8y A2 4 2. a B
Hss = 2.5° ‘”( 2.5 ) ~ (za to5)0
7 | (BA=BA)E+ (AL —2.89)r B (Ar?+ 2 a B

(Ao Ba ad  BA o (29 B a8 _ B,
R33_5'[<2.’y 2.6.7+4.a.7+4.5.7>'r+<’y ﬁ+2.a+2.6>'r+1 ]’

oriy, ori,

Ryy = — 22 23 + T30y + T3, (Thy =Ty — T3, —T3) ;

Ry = BA =B+ (4éﬂﬂ.z 2000 TH2BY an (o o).

Y2 2y, ' 1 ) : ) 1
ol sl (W,sze) | (7 PSR R > ;
sinb . . .

2.8

12



(B — BA)r2+ (484 — 2.8.79) .1 + 2.8y
2.2

. 2 . b
+ (7,70 2—’._;"7'70.51'7129) . ( + 2%)

On remarque que Ry = Rs3z.sin?6, ce qui permet d’aller directement au
résultat :

B e e A R B RO ﬁfﬂ &
R44[6.<2.7 B +4a7>r+ﬂ'<’y ﬂ 5 >T+6

Récapitulons :

.sin’0 — sin20...

Ry =

[

— 1] .sin4.

_ 7 ol B4 ay ) 2 v (25 B
R33 - B (T T 4.8~ + 4.(y.'y> Tt B- (Aﬁ T 28 + Qi) - + B -1 ’

R44 = RddsanQ ]

R;; =0 pour i# j.

Pour passer des composantes covariantes aux composantes mixtes, on procéde
de la fagon suivante :

. L o
R_lu%_,R @ (L& & B 4 1),
g =08\ "2a T 1a 18 2, 7))

1<d y &2 A 4B B4 ﬂ'+2.1>;

1
RS =g¢**.Rys = ——.R — - - _
279 2 22 2.0 v 4a?2 242 4apB 2B~y B

BT
3 33 1
R3 =g .R33 = —72.R33...
y.r
1|y (5% By | adv ) o, v (24 B é v
[P A A A A A B Y (= Sy
~y.r? lﬂ (2.’)/ 4.8y 4.04.7) 8\ v ﬂ 2.a B

1
v.r2.51n20°

Ri = g44.R44 = —

Comme R4s = Rss.5in6, on obtient : RY = —Tb.Rgg =R3.

13



3 Tenseur de Ricci en métrique de Schwarzschild

La métrique de Schwarzschild est caractérisée par :

ozzlf%;
B=1%=x;
v=1.

C’est une meétrique radiale (y = 1), ce qui entraine : ¥ =4 = 0.

Elle est aussi symétrique, car .3 = 1. Ceci entraine que Loga + Log = 0,

et, en différenciant : g =-2.

Remarquons aussi que & = 2£ et que & = —4f.

s

N

Nous allons utiliser ces remarques pour simplifier les expressions générales
des composantes du tenseur de Ricci, que nous avons calculées précédemment :

_ (& ol 32 52 a.p B4 1 B 24) .
R22*(ﬁ+§—f?—m—m—m>+;~(—ﬁ+7)»

Ry =3 (35— £+ 25) 2+ 3 (B -G+ &) r+3-1;

_ 20 .
Ry4 = R33.51n°0 ;

R;; =0 pour i#j.
o & @ B4 1
R = —. _— —_— _—— — — = N
T ( 2.& + 4. + 4.6 2.4 r) '
o & & a 1 & a 1
Ri==(-——4+—-—-=)==-=--);
S ( 96 T 1o da 7‘> 3 ( 2.4 r) ’

1 a o« 1 (2. 2k
mo= g (-5 0) =5 () =




2.k 2.k
Rys=ar+a—-1=—+1—-——-1=0.
r r

R44 = R33.5in29 =0.

Le calcul des composantes mixtes de ce tenseur est évident :

1
R% = gll.Rll = *~R11 =0 ;
(e%
R% = 922.R22 =—a.Ryy =0 )
1
Rg = 933.R33 = **Z.Rgg =0 3
r

1
r2.51n20"
Le scalaire de Ricci est : R = Ri + R3 + R + R} = 0.

Ri = 944.R44 = R44 =0.

Ce qu'il faut retenir, c’est que les coordonnées covariantes (resp. mixtes,
contravariantes) du tenseur de Ricci dans le vide, dans le voisinage d’un point
matériel, calculées selon la métrique de Schwarzschild, s’expriment par la ma-
trice suivante :

0 0 0 O

i ” 0 0 0 O

(Rij) = (RJ) = (R J) = 00 0 0
0 0 0 O

La métrique de Schwarzschild posséde donc cette propriété "extraordinaire" :
son tenseur de Ricci est identiquement nul (dans le vide).

15



4 Tenseur de Ricci en métrique de Ni

La métrique triviale de Ni est caractérisée par :

2.k

a=e T ;

2.k
[

B=v=e

C’est une métrique isotrope, puisque 5 = 7.

Elle est aussi symétrique, car .3 = 1. Ceci entraine que Loga + Log = 0,

et, en différenciant : £ = — 2.

B «
Puisque v = 3, on a aussi : % = —%.
Remarquons que & = %’“.e_% et que & = (45 - 473’“) e
Et aussi : 6 =4 = fi‘—f.ezé-k et 6 =4 = (4'/22 + %“) eLE.

Nous allons utiliser ces remarques pour simplifier les expressions générales
des composantes du tenseur de Ricci, que nous avons calculées précédemment :

Rlli%-(*%+ﬁ+%*_l*%> ;

R = (fe 43— — e — oy —5) + 1 (54 3

R33:%.(%—74_31—|—f‘j,y).r2+%.(%—%+%) R

R44 = R33.sin29 ;

R;; =0 pour i # j.




( 1o A a2 a2 a2 a2
- + —
2.«

v 4a?  2.a2 + 4.02  2.02

N 2
n 7;2.627~k> _27;—2’“6 %
2k ZE 2k 2k
2.7 e e re - r
2.k 2.k 4AK? 4k 4k* 2k 2.k?
Rp=-4 -3t ot 3 7 3~ 1
Y (A By ad ) o v (24 B @ g
Ryy=— -+t — |2+ 2 [ b = | r+ 2 -1
I} (2’7 4.8 4.a.’y> B (’y 2.6 2.« 8
2 2 . .
v e’ & 9 2.0 a «
R — ——t ot |7
5 (27 4.0 4a2>r+< o +2.a QQ)T
. .2 .
o & . @
Rys=(-L -2 )r2-2%p,
5 (2.7 .a2> e
2
W) (o)) g,
R33 = % T2 72 r T
2.e7r 2.(6_7) e

2.k 2k 2.2 2.k
= (24 2202

4 3 o

2.k 2.k 2Kk% 2k

)
T‘2 2

Pour passer des composantes covariantes aux composantes mixtes, on pro-

céde de la facon suivante :

«
Rg = 933.R33 *ﬁ.Rgg =0 3
4 44 _ -
Ri=g" -Ru= T2 in2g 4 =0

Le scalaire de Ricci R se calcule de la facon suivante :

1 2 3 4 2 2k2
R:R1+R2+R3+R :RZZ—

—.€
r4
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Il faut rappeler que le tenseur de Ricci se transforme selon les régles de ’al-
gébre linéaire quand on change de repére; le scalaire de Ricci, quant & lui, est
invariant.

Nous allons calculer aussi les composantes contravariantes du tenseur de
Ricci :
11 _ p33 _ p4d _ (.
R"=R”=R"=0;

(2K 2%% a4
R22 — g22.R§ = —OéR% = —67%. <_€271€> _ 7.67%_

En définitive, en coordonnées sphériques, les coordonnées covariantes (res-
pectivement : mixtes, contravariantes) du tenseur de Ricci dans le vide, dans le
voisinage d’un point matériel, calculées selon la métrique triviale de Ni, s’ex-
priment par les trois matrices suivantes :

00 0 0
26 1 01 0 0
(Fy)="210 00 0|’
00 0 0
00 00
; 2k _a= | 01 0 0
B)=——"3<"1 000 0|
00 00
00 00
2K _a | 01 0 0
g — 27—
B =" 9 0 0 0
00 00

Nous dirons que le tenseur de Ricci de la métrique de Ni est radial; ceci
signifie que sa seule composante non nulle correspond a la direction radiale, dé-
finie par la distance radiale 7.

Attention : la métrique de Ni n’est pas elle-méme radiale, mais isotrope,

car, en tout point, elle modifie les régles de maniére identique dans toutes les
directions.

18



5 Tenseur de Ricci d’une métrique isotrope (5 =
7)

La métrique est dite isotrope si la masse ponctuelle produit une modification
des régles selon toutes les directions indifféremment. Autrement dit, on a :

v =p.
Les métriques que nous allons étudier ici sont donc de la forme :
ds® = a.c®.dt* — B.dr? — B.(r%.d0* + 2. 5in*0.d¢?).

Nous allons reprendre les expressions de Ryq, Rgg et Rs3 objcenues dans le
cas général, et nous allons remplacer v par (3, 7 par 3 et 7y par .

& & a2 32 . 1 3 2.5
T R S BBy ) 1 ( B, 27
2.0 v 4« 2.7y 4da.f 2.0y r I}

(& B @& 52 a8 32 1 B 2.
Rz = (m T3 T I 28 TaB 2.52> T (7} *

Récapitulons :

19



R4 = R33.51%0 ;

R;j =0 pour i#j.

6 Tenseur de Ricci d’une métrique radiale (y = 1)

La métrique est dite radiale si la masse ponctuelle produit une modification
des régles dans la direction radiale seulement. Autrement dit, on a :

v =1
Les métriques que nous allons étudier ici sont donc de la forme :
ds* = a.c®.dt* — B.dr® — (r2.d0* + 2 .5in*0.d¢?).

Nous allons reprendre les expressions de Ri1, Rao, R33 et R44 obtenues dans
le cas général, et nous allons remplacer v par 1 et 7 et 4 par 0.

™| Q

; & & B o1 @
R = . —_——_— —_— _—— — = — = —.
1 < 24 da 115 24 r> B

v [ By asy s Y (2% B & Y
R3s = —. - . L= -4 ) r+L1
& 5(27 4ﬁ7+4a7>r+5<7 25 2a) " TE T
1 B ) 1
Rys==-|-—"——+—|r+=-1
33 ﬂ<2ﬂ+2.a> r-i-ﬂ
Récapitulons :
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Ra:j:%.(—%-&-%).r-i-%—l:

Ry = Rasz.sin?0 ;

R;; =0 pour i#j.

7 Tenseur de Ricci d’une métrique symétrique
(. =1)
Une métrique est dite symétrique si les coefficients « et 8 sont inverses :
a.f=1.
Les métriques que nous allons étudier ici sont donc de la forme :
ds* = a.c®.dt* — é.er — .(r2.d6* + 2 sin*0.dp?).

Nous allons reprendre les expressions de Rq1, Ros et R33 obtenues dans le
cas général, et nous allons les adapter.

Remarquons que ’égalité o.f = 1 équivaut a : Loga+ Logs = 0, ou encore :

B _ _a
B a
1o a B ¥ 1
R = —. —_—— _ _ — — =
13 ( 2a+40¢ 4.8 2.y 7‘) ’
. o & & o 1
R (P e S S S
M aa( 2.6 4da da 2y T)’




v 28 2a
y Q.y Q. 9 2.7 Q Q
R33 = N+ — Al —+—+—]. -1
33 = A (2. +4.o¢’y 404.7)7"—1—&7(7 +2a+2.0¢> Trey ’
a4 24 @
R33 = a.y. l—l—i’y r? 4y —’y—&—f r+ay—1
2 2.y 0% «
Récapitulons :

—aa (- v 1) .
Ri1 = a.a. < 56~ 55 r> ;

ol 2.a.y T «

. . .2 Lo . P
R22=(ﬁ-Fl—;.C/,z—FM)—Fl..(Q—F%) ;

Rss3 = auy. (2% + 2”(;2) 2+ ay. <? + %) rHay—1;

R44 = R5597772(') ;

R;j =0 pour i#j.

8 Tenseur de Ricci d’une métrique radiale et sy-
métrique
(7 =1, ap= 1)

Reprenons les expressions des composantes du tenseur de Ricci en métrique
symétrique, et remplacons «y par 1, 4 par 0, et  par O :

22



v a. 24 «
R33 = a.y. lJri 74 ay. —’Y+f r+ay—1;
2y 2.avy ¥ o

Récapitulons :
Roo = ﬁ ((Y+ 2]7@) ;

R55 =ar+a-—1 ]

Ryy = Rss.5in°0 ;

R;j =0 pour i#j.

9 Meétrique radiale et symétrique, a tenseur de
Ricci identiquement nul
(=1, a.f =1, Ry = Ryy = R33 = R4y = 0)

Posons-nous maintenant la question suivante : & quelle condition ces coef-
ficients vont-ils s’annuler ? Autrement dit, quelle est la condition pour que le
tenseur de Ricci soit identiquement nul ?

Nous devons avoir :
Riy=-%.(a+2%2)=0;
Roy = 5. (d+22) =0;
Rys=ar+a—-1=0.

Les deux conditions sont : ¢& + 27“ =0etar+a—1=0.

Etudions la premiére condition :

. 2.6
b=——»:/
r

Cette équation différentielle a pour solution :

. K
o= —
r2

K
a=-—+K'
r

)
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K et K’ sont deux constantes.

Prenons la seconde condition et faisons les substitutions :
ar+a—1=0;

K K
S-S 4K -1=0;
T

r2
K —-1=0.
On obtient donc :
K
a=1——.
r

Si on veut respecter la limite newtonienne, il faut prendre : K = inzM La

métrique obtenue est celle de Schwarzschild.
Théoréme

La seule métrique radiale, symétrique, & tenseur de Ricci identiquement nul,
qui soit éligible, est la métrique de Schwarzschild.

10 Meétrique radiale a tenseur de Ricci identique-
ment nul

(v=1, Ri1 = Ry = R33 = R4y = 0)

Supprimons 'une des hypothéses : supposons seulement que la métrique soit
radiale. Le tenseur de Ricci peut-il étre identiquement nul ?

Récupérons les composantes du tenseur de Ricci d’une métrique radiale, et
écrivons les conditions :

Ru=g§ (s +dstds—1) =0

R22

Il
/
N
5 Q
I
Q Qm
|
I
o IR
|
N—
I
3=
@
Il
[an}

R33=%.(—%+%).T+%—1=0.



Passons a la seconde :

«a a a.BJrlB B c'qul
2.0 402 4oap B B \da r)’
& &2 B [a
a@_ &7 _ B (o a)
2 a [ \4 r
; a _ a2
B_2"1%a
B g+
Rapprochons ces deux résultats :
& _ & | & a_ o’ ;
G_g-ges s (f-frs)-(5-45) ¢
B 1 ity (F) = (5+%) 0
B_ a
g a’

d(Log 8) = —d(Log a) ;

Log f=—Log a+ K ;

1 1

B=ef =K'=,

Q@ «
Comme « et 3 tendent vers 1 quand r tend vers I'infini, on a nécessairement
K' =1, donc 8 = é Ceci signifie que la métrique est non seulement radiale,
mais aussi symétrique. D’aprés ce que nous avons vu précédemment, en admet-
tant qu’elle soit éligible, il ne peut s’agir que de la métrique de Schwarzschild.

Théoréme

La seule métrique radiale, & tenseur de Ricci identiquement nul, qui soit
éligible, est la métrique de Schwarzschild.

11 Tenseur de Ricci d’'une métrique isotrope et
symétrique

(6 =7 04-5 - 1)

Reprenons les expressions des composantes du tenseur de Ricci en métrique
isotrope, puis exprimons que «.3 = 1, ce qui se traduit par 8=

5= — < ; remarquons
. . . . . . . o2 .2 .. .2
aussi que 8 = —5.8 = — 5, ce qui entraine : 3 = 7% = -5 +25,
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ou encore : g = -4 422

R (& _G 0 & & &\ 14
27 \2a « a? 40?2 o2 a2 ra’
«a a2 1a
Rp=—-——+= 22
= 2.a+ 2 ra
B B a.p 2 38 | «a
R — I - -
3=\25 13 T1ap) " T\25 724"
a2 a2 a2 3.a e
Raa=[—— 4+ - — __ =~ | 2 4
33 ( 20 a2 da? 4.052)1"—}—( a+2a>T’
& a? &
R = - b .2—*. ]
33 2.a+ .a2)r o’
c.r? a o' 1
Rys =20 (-2 4 & 2
33 o (2.d+2a r>
Récapitulons :
Rll—a(l (*%4’%*%)
o= =5+ =14

. 2 . . P
—_G&r® (& . & 1) .
Rs3 = : ( 24 T 2a 7’) )

[e3

R44 = R33877129 ;

R;j =0 pour i#j.
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12 Meétrique isotrope et symétrique, a tenseur de
Ricci radial
(B=7, a.B=1, Ry = Rg3 = Ryy = 0, Ry #0)

Posons-nous maintenant cette question : & quelle condition ce tenseur de
Ricci sera-t-il radial, autrement & quelle condition ses composantes seront-elles

toutes nulles, sauf Ros 7

Cette condition s’écrit :

&4 a1
2& 2.0 1
S a9
T2y coo
[0 «Q T

Nous savons que % la dérivée de Log o ; de méme, % est la dérivée de Log a.
Quant & %, c’est la dérivée de 2.Log r. Sous forme différentielle, on peut écrire :

d(Log &) — d(Log o) + 2.d (Log ) = 0.

En intégrant :
Log ¢« — Log oo+ Log 7* = K ;

s .2
a.r
Log— = K; ;
o
2

a.r
—— = =Ky
(&%

& _ K

o 72

)

d(Log o) = —d (?) ;

K
Loga:f—2+K3;
r

. K2 _K2
a=efs e = Kye 7.

Comme « doit tendre vers 1 quand r tend vers infini, on doit prendre :

Ky =1.

Pour respecter la limite newtonienne, on doit choisir Ko = 2'€Q'M . On a donc

_2.G.M
c2

a=e

1 2.G.M

Puisque =7 = -,onaf=y=¢ <

La métrique obtenue est celle de Ni.
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Théoréme

La seule métrique isotrope, symétrique, a tenseur de Ricci radial, qui soit

éligible, est la métrique de Ni.

13 Tenseur de Ricci d’une métrique pré-relativiste

(

2k

T

(a=e

)

Une métrique est dite pré-relativiste si :

N
e

o =€

Les métriques que nous allons étudier ici sont donc de la forme :

ds®> = e~

Nous allons reprendre les expressions de Ri1, Ros et Rss
P _ 2k .
le cas général, et nous allons remplacer o par e+, & par

2k

CAdt — Budr? — .(r2.d6* + r*.sin*0.d¢?).

obtenues dans

2k 2k ..
7z-6 r,  par

B2 ) e
Remarquons aussi que £ = 28 & — 2k _ 2 & _ 47_%2 — 2k
4 & a By 1
Ro=2(_~“, > ° _ 7 _ ).
3 ( 26 da 115 24 r> ’
12k E 1k B 5001
Ri==-—e . |l-—+-"F+—+-————~1];
gy € <r2 T 2.r2+4.ﬁ 2.y r>
12k o k B 5
Riy=-—e7% |-—+4+2 L],
t B r2 € ( 2.12 + 4.8 2 7)
& & a2 52 . 1 3 24
Rp=|ot - T b ba L5, 20
2.0 v 4« 2.7y 4d.a.0 2.0y r I} 5y
2k 2k 4 k2 4P kB B4 1 3 2.5
Ryp=|—F—-—=3 1—7—%——2.§—ﬂ + - —é—f—f ;
r vy T 2.y 2.2 8 208y r 153 %
K2 2k A 2 ko[ 1 2.4
Rp= (D 20, 0 4 kKB pA ) L5, 20
r r v o 2 2r2 g 2.0.xy r 8 vy
(A4 B4 L ad ) o v (24 B G ¥
Ryy =~ | - — 2L A e R Y mpuay I
33 B <2.’y 4.8 4.04.7) " +B (’y 2.5+2.a T+ﬂ ’



v (A By kA o v (29 Bk v

Récapitulons :

12k 2 [ g B A .
R]]—E.ﬁ.e 7.( 2'1“2“!‘?/3 ,7),

(K2 2% %Ak B BA 1 (B8 L 25) .
R22 - ('r' e + 2.2 2.r2° B 2.8.y + r’ B + = ’

=2 (AL By 4 ko3) 200 (29 _ B 4 & Y,
Rdd—ﬁ'(m 18, T 3,7 )'T +g'( 25 T ")'T+[a L

Rys = R33.51n%0 ;

R;j =0 pour i#j.

2k

14 Meétrique pré-relativiste et radiale (o = e 7,
v=1)

Supposons maintenant que cette métrique soit, en plus, radiale (v = 1). Nous

remplagons v par 1, ¥ et 7 par 0 dans les expressions ci-dessus, qui deviennent :

. .
Ru=h e ® (e +d5)
R22:(’L4_%_‘Llé)_i;
Ryg=1 (—L 4 &) ,pq41_1.

33 — g 2.8 Rl IV B )

R44 = R33.8in20 ;

R;; =0 pour i#j.
On voit que Ry; s’annule pour g = i—’; ; mais si on reporte cette valeur dans
I’expression de Rs33, on obtient :

1
R33:B—17é0

On peut donc dire que le tenseur de Ricci d’une telle métrique ne peut étre
ni identiquement nul, ni radial.
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15 Meétrique pré-relativiste isotrope a tenseur de
Ricci radial
2k
(a=e"7, =7, Riy = Rgz3 = Ry =0, Ry #0)

Cette fois-ci, supposons que notre métrique pré-relativiste soit isotrope (5 =
7). Reprenons les expressions des coeflicients d’'une métrique pré-relativiste, et

remplacons «y par [ :

T ¥ .
R33:%(%7%+2523).r2+%(2777%4”%)7%%—1
R L2k w ko8 B 1% af kB
n= gt 202 " 4p 28) B2 T\ T2 1)
k2 2k 32 2 3 2.
Ray = g ks BN (B 28)
1T T2 22 282 e\ T B
B2k Bk B8
Bo= i mtg @ apst g,

B
On aura Ry; =0 si % = —i—’;. On aura alors :
2k
d(Log ) =d () ;
T
LOg B = — +K1 3

Comme [ doit tendre vers 1 quand r tend vers l'infini, on doit prendre
2k . .
Ky = 1. On a alors : § = v = e+ . La métrique est donc celle de Ni. Nous
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2 .
savons qu’on a alors Ry = QT% et R33 = Ryy = 0. Vérifions-le.

On sait que B = 7%.6% et que 6 = (%2 + %“) .6¥, donc % = 4%2 + ik,

Nous remplacons donc % par —=5 et % par ‘%2 + %.

_ K 2% B B2 kBB
R22—ﬁ_ﬁ+g—@—ﬁ~g+ﬂ,

K 2 4K 4k 4K k2% 2k 247

r3 rd r3 rd 202792 3 rd

r3  prd 292 p2 r2
2k 2k
Ryz=——-—=0
r

Théoréme

La seule métrique pré-relativiste, isotrope, & tenseur de Ricci radial, qui soit
éligible, est la métrique triviale de Ni :

2

ds®> = e~ 7 .A2.dt* — e%k.de.

16 Tenseur de Ricci et potentiel

Les rapports entre les propriétés du tenseur de Ricci et celles du potentiel
seront, traitées dans le document sur le potentiel.
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